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1 集合と写像

1.1 集合

現代数学は「集合」と「写像」の言葉で記述される。

ものの「あつまり」を「全体として一つのもの」と考えるとき，これを「集合」という。

集合に対し，集められた一つ一つのものはその集合の要素（または，元）であるという。例

えば，整数の全体を一つのものと考え，この集合を Zで表せば，−3,−2,−3, 0, 1, 100, 2002

といった一つ一つの整数は集合 Zの要素である。

集合はふつうA,B, C, · · · などの大文字で表し，集合の要素の方は a, b, c, · · · などの小文字
で表す。小文字 aで表されるあるものが，集合Aの要素であることを a ∈ Aと書く。aが集

合Aの要素ではないことは a 6∈ Aと書く。即ち，4 ∈ Zであるが，1
2
,
√

2 6∈ Zである。
特に，Q，R，Cによって，それぞれ，有理数の全体からなる集合，実数の全体からなる

集合，複素数の全体からなる集合を表すのが普通である。

要素が一つもない集合を空集合といい，記号 ∅で表す。

問題 1.1. 次の主張は正しいか？

(1) 100 ∈ ∅

(2) 100 6∈ Z

(3) 5 ∈ Q

(4) −2 6∈ Z

(5) 1 +
√

2 ∈ Q

(6) i =
√−1 6∈ R

1.2 集合の表し方

集合を表すには，２通りの方法がある。一つは，集合の要素をすべて具体的に書いてしま

うというやり方である。例えば，

A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

と書けば，Aは 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6を全部あつめて得られる集合を表している。したがって，集

合Aの要素は全部で 7個あり，4, 6 ∈ Aであるが，−2,−1 6∈ Aである。このやり方には，要
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素がすぐに目に見える形で分かるという長所があるが，例えば，要素が 10,000個あったりす

るような場合でも，なお便利な表記法であるかどうかは疑わしいし，要素が無限個あるよう

な集合を記述するには適当と思えない。もう一つの記述法は，集めようとする一つ一つのも

のが満たすべき条件を述べ，その条件を満たすもの全体を一つの集合と考えようとする立場

であって，次のような書き方である。

A = {x | xは条件 P (x)を満たす }

ここで P (x)は，集めようとしているもの xが満たすべき，何らかの条件を表している。例

えば，この記述法を使うと，整数の全体からなる集合 Zは

Z = {x | xは整数である }

となる。この例では，「整数である」が，条件 P (x)に相当している。

C = {(a, b) | a, b ∈ Rであって a2 + b2 = 1が成り立つ }

とおけば，Cは，実数a, bの組であって等式a2+b2 = 1を満たすもの (a, b)の全体からなる集合

であり，座標平面上で原点を中心とする半径 1の円周にほかならない。例えば，( 1√
2
, 1√

2
) ∈ C

であるが，(1, 1) 6∈ Cである。

問題 1.2. 2番目の記述法で，集合の形に書きなさい。

(1) 1以上 100以下の実数の全体からなる集合

(2) 集合A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

(3) 座標平面上で点 (0, 1)を通り傾き 2の直線上の点の全体よりなる集合

(4) 有理数 a, bを用いて a + b
√

2の形に表される実数の全体よりなる集合

(5) 複素平面上で座標が整数であるような点の全体よりなる集合

1.3 部分集合

A,Bは集合とする。集合Aのいかなる要素も集合Bの要素であるとき，AはBの部分集

合であるといい，AがBの部分集合であることをA ⊆ Bと書く。例えば，a ∈ Zなら，aは

整数であるから必ず有理数であって，a ∈ Qとなる。故に Z ⊆ Qである。即ち，A ⊆ Bと
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は，「a ∈ Aならば a ∈ B」という命題が真であることを意味する。空集合 ∅はどんな集合A

に対しても部分集合であると考える。即ち ∅ ⊆ Aが正しい。

集合Aが集合Bの部分集合でないことを，A 6⊆ Bと書く。A 6⊆ Bであるための必要十分

条件は，a 6∈ Bであるような a ∈ Aが少なくとも一つは存在することである。

問題 1.3. 次の主張は正しいか。正しければ証明を，正しくなければその理由を述べなさい。

(1) Q 6⊆ Z

(2) R ⊆ C

(3) A = {0, 3, 5}, B = {0, 1, 3, 4, 6}のとき，A 6⊆ Bである。

(4) 有理数 a, bを用いて a + b
√

2の形に表される実数の全体よりなる集合をAとし，有理数

a, bを用いて a+ b
√

3の形に表される実数の全体よりなる集合をBとすれば，A 6⊆ Bである。

要素を完全に共有するとき，２つの集合A,Bは互いに等しいといい，A = Bと書く。

定理 1.4. A,Bを集合とする。A = Bであるための必要十分条件は，A ⊆ BとB ⊆ Aが成

り立つことである。

証明. A = Bと仮定せよ。すると集合A,Bは要素を完全に共有するので，x ∈ Aならば必

ず x ∈ Bであり，x ∈ Bならば必ず x ∈ Aである。故にA ⊆ BであってかつB ⊆ Aが成り

立つ。逆にA ⊆ BであってかつB ⊆ A ならば，x ∈ Aであることと x ∈ Bとは同値である

から，A,Bは完全に要素を共有し，等式A = Bが成り立つ。

定義 1.5. A,Bは集合とする。

(1) A ∪B = {x | x ∈ Aであるかまたは x ∈ Bである }，

(2) A ∩B = {x | x ∈ Aかつ x ∈ Bである }，

(3) A \B = {x | x ∈ Aであるが x 6∈ B}
と定め，A∪BをA,Bの和集合，A∩BをA,Bの共通部分，A \BをA,Bの差集合という。

問題 1.6. A,B,Cは集合とする。次の主張を証明しなさい。

(1) A ⊆ A ∪B

(2) A ∩B ⊆ A
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(3) [A ∩B] ∪ [A \B] = A

(4) B ∩ (A \B) = ∅

(5) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

(6) A ∩B = Aであるための必要十分条件は，A ⊆ Bである。

(7) A ∪B = Aであるための必要十分条件は，B ⊆ Aである。

証明. (1) x ∈ Aであれば，「x ∈ Aであるかまたは x ∈ Bである」という条件の前半が満た

されるので，定義によって x ∈ A ∪ Bである。いかなる x ∈ Aも x ∈ A ∪ Bであるから，

A ⊆ A ∪Bである。

(4) もしもB ∩ (A \B) 6= ∅であったならば，集合B ∩ (A \B)は空でないので，少なくと

も一つの要素 xを含む。定義により x ∈ Bであってかつ x ∈ A \Bが成り立つ。しかしなが

ら x ∈ A \Bならば，これも定義によって必ず x 6∈ Bであるから，x ∈ Bは不可能であって

あり得ない。故にB ∩ (A \B) = ∅であることがわかる。
(5) x ∈ A∩(B∪C)とせよ。するとx ∈ Aである。故に，もしもx 6∈ (A∩B)∪(A∩C)なら

ば，x 6∈ A∩Bであってかつx 6∈ A∩Cであるから，x 6∈ Bであってx 6∈ Cであることが従う。

しかしながら x ∈ B∪Cでもあったので，これは不可能である。故に，x ∈ (A∩B)∪ (A∩C)

であり，A∩(B∪C) ⊆ (A∩B)∪(A∩C)であることがわかる。(A∩B)∪(A∩C) ⊆ A∩(B∪C)

であることを確かめよう。x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)とせよ。すると x ∈ A ∩ B であるかま

たは x ∈ A ∩ C であるから，いずれにしても x ∈ Aであり，その他に，x ∈ B かまたは

x ∈ Cが成り立つ。即ち，x ∈ Aであってかつ x ∈ B ∪ Cが成り立つ。故に，定義によって

x ∈ A ∩ (B ∪ C)である。したがって，(A ∩B) ∪ (A ∩ C) ⊆ A ∩ (B ∪ C)が成り立ち，等式

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)が得られる。

問題 1.7. 次の等式を証明しなさい。

{




a

b

c


 | a, b, c ∈ Rであって a + b + c = 0} = {a



−1

1

0


 + b



−1

0

1


 | a, b ∈ R}

但し，




a

b

c


は 3次の列ベクトルを表す。
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2 同値関係と類別

2.1 直積

A,Bは空でない集合とする。A×Bによって，Aの元 aとBの元 bの組 (a, b)の全体より

なる集合を表す。即ち

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

である。但し，２つの組 (a1, b1)と (a2, b2)は，a1 = a2であってかつ b1 = b2であるとき，等

しいと考えている。集合A×BをA,Bの直積という。

例えば，A = {−1, 0, 1}, B = {1, 2, 3, 4}なら，集合A×Bは 12個の元よりなり

A×B = {(−1, 1), (−1, 2), (−1, 3), (−1, 4), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4)}

である。同様に

A× A = {(−1,−1), (−1, 0), (−1, 1), (0,−1), (0, 0), (0, 1), (1,−1), (1, 0), (1, 1)}

である。

2.2 同値関係

空でない集合 Aに対し，直積 A × Aの部分集合を A上の関係という。Rが A上の関係

であれば，元 a, b ∈ Aに対し，組 (a, b)は集合A × Aの元であるから，(a, b) ∈ Rかまたは

(a, b) 6∈ Rのどちらか一方だけが成り立つ。(a, b) ∈ Rであることを aRbと書く。

例えば，集合A = {−1, 0, 1}に対し

R1 = {(−1,−1), (0,−1), (1, 1)}，
R2 = {(−1, 1), (0,−1), (0, 1), (1,−1), (1, 0)}，
R3 = {(−1,−1), (1, 1), (0, 0)}

とおけば，R1, R2, R3はどれもA×Aの部分集合であるから，すべて集合Aの上の関係であ

る。1R11であるが，1R10ではない。同様に−1R21であるが，1R21ではない。

定義 2.1. Rは集合A上の関係とせよ。次の 3条件が満たされるとき，RはA上の同値関係

であるという。

(1) いかなる a ∈ Aに対しても，aRaが成り立つ。
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(2) a, b ∈ Aのとき，aRbなら bRaである。

(3) a, b, c ∈ Aのとき，aRbかつ bRcならば aRcである。

問題 2.2. A = {1, 2, 3, 4}としR = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 2), (2, 1)}とおけば，RはA

上の同値関係であることを確かめなさい。

例 2.3. R = {(a, b) | a, b ∈ Zであって a− bは 7の倍数である }とおけば，Rは集合 Z上の

同値関係である。

証明. 実際，確かにRは Z × Zの部分集合であり，いかなる a ∈ Zに対しても，a − a = 0

は 7の倍数であるから，aRaが成り立つ。a, b ∈ Zのとき，aRbなら，a− bは 7の倍数であ

るから，b− aも 7の倍数であり，bRaが成り立つ。a, b, c ∈ Zのとき，aRbかつ bRcならば，

a− bと b− cは 7の倍数であるから，a− c = (a− b) + (b− c)も 7の倍数であり，aRcが成

り立つ。故に，Rは集合Z上の同値関係である。

問題 2.4. A = R3 \ {0}とし，集合A上に関係Rを

R = {(a, b) | a, b ∈ Aであり，ある 0 6= λ ∈ Rがあって等式 a = λbが成り立つ }

と定める。Rは集合A上の同値関係であることを確かめなさい。但し

R3 = {




a1

a2

a3


 | a1, a2, a3 ∈ R}

である。

2.3 類別と商集合

Rは空でない集合A上の同値関係とする。

定義 2.5. 元 a ∈ Aに対し

C(a) = {x | x ∈ Aであって xRaが成り立つ }

とおき，集合C(a)を元 aを含むクラス（または，類）という。明らかにC(a) ⊆ Aであり，

a ∈ C(a)である。したがってC(a) 6= ∅である。（C(a)の代りに，aと書くことも多い。）
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例えば，問題 2。2の例では，C(1) = C(2) = {1, 2}，C(3) = {３ }，C(4) = {４ }である。

定理 2.6. a, b ∈ Aとせよ。a, bに関する次の 3条件は，互いに同値である。

(1) aRb

(2) C(a) ∩ C(b) 6= ∅

(3) C(a) = C(b)

証明. (1) ⇒ (3) x ∈ C(a)とすれば，x ∈ Aであって xRaである。仮定により aRbであるの

で，xRbが成り立ち，x ∈ C(b)が得られる。故にC(a) ⊆ C(b)である。さて，aRbであるの

で bRaでもあり，故に a, bの役割をひっくり返すことによって，C(b) ⊆ C(a)であることが

従い，等式C(a) = C(b)が得られる。

(3) ⇒ (2) C(a) = C(b)であるから C(a) ∩ C(b) = C(a)である。勿論 C(a) 6= ∅であるか
ら，C(a) ∩ C(b) 6= ∅となる。

(2) ⇒ (1) 集合C(a) ∩ C(b)は空でないので，少なくとも一つの元 c ∈ C(a) ∩ C(b)を取る

ことができる。すると c ∈ C(a)であるから，c ∈ Aであって cRaである。故に aRcでもあ

る。同様に，c ∈ C(b)であるから，cRbが成り立つ。即ち aRcかつ cRbであるから，aRbで

ある。

A/R = {C(a) | a ∈ A}とおき，集合AのRによる商集合と呼ぶ。

系 2.7. 次の主張が正しい。

(1) いかなるX ∈ A/Rも，Aの空でない部分集合である。

(2) X, Y ∈ A/Rとすると，X 6= Y ならば必ずX ∩ Y = ∅である。

(3) いかなる a ∈ Aに対しても，あるX ∈ A/Rが存在して a ∈ Xが成り立つ。

即ち，A/Rは集合Aの「クラス分け」なのである。実際，集合A上に「同値関係を一つ定め

る」ことと，集合Aを「クラスに分ける」ことは，互いに同等であることが知られている。

例えば，カレンダー

日 月 火 水 木 金 土
1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 　 　 　 　
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とは何かを考えよう。A = {1, 2, 3, . . . , 29, 30, 31}とし

R = {(a, b) | a, b ∈ Aであって a− bは 7の倍数である }

とおけば，Rはこの集合A上の同値関係であって

C(1) = {1, 8, 15, 22, 29},
C(2) = {2, 9, 16, 23, 30},
C(3) = {3, 10, 17, 24, 31},
C(4) = {4, 11, 18, 25},
C(5) = {5, 12, 19, 26},
C(6) = {6, 13, 20, 27},
C(7) = {7, 14, 21, 28}

となる。（例えば，1, 8, 15, 22, 29は，1との差が 7の倍数であるから，1, 8, 15, 22, 29 ∈ C(1)

である。a ∈ C(1)なら，a ∈ Aであって a−1は 7の倍数であるので，a−1 = 7n (n ∈ Z)と表

される。1 ≤ a ≤ 31であって a = 7n+1という形をした整数を求めれば，a = 1, 8, 15, 22また

は 29である。故に，a ∈ {1, 8, 15, 22, 29}となり，等式C(1) = {1, 8, 15, 22, 29}が得られる。）
集合 C(i) (1 ≤ i ≤ 7)達の元を見比べれば一目瞭然ではあるが，1, 2, 3, 4, 5, 6, 7はどの異な

る２つの差も 7の倍数ではないので，1 ≤ i, j ≤ 7のとき，i 6= jである限りC(i) ∩C(j) = ∅
となる。ここで，集合Aの元はどれも，必ずどこかのC(i)に含まれていることに注意しよ

う。即ち，A/R = {C(i) | 1 ≤ i ≤ 7}は，まさしく 1から 31までの整数を「クラスに分けて

いる」のである。この意味では，「曜日」とは類に付けられた名前であり，類C(1)に含まれ

る日を日曜日，類C(2)に含まれる日を月曜日，類C(3)に含まれる日を火曜日，. . . と名付

けたものがカレンダーに他ならないと考えられる。

C(1) C(2) C(3) C(4) C(5) C(6) C(7)

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 　 　 　 　

問題 2.8. R = {(a, b) | a, b ∈ Zであって a− bは 10の倍数である }とする。いかなる a ∈ Z
に対しても，等式C(a) = {10n + a | n ∈ Z}が成り立つことを確かめなさい。商集合Z/Rは

丁度 10個の要素よりなることを示しなさい。
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問題 2.9. まず，集合 A = {1, 2, 3, 4, 5}をクラスに分け，そのクラス分けを用いて，集合
A上に同値関係を定めなさい。例えば，C1 = {1, 3}，C2 = {2, 4}，C3 = {5}というクラ
ス分けに対しては，R = {(a, b) | a, b ∈ Aであり，a, bは同じクラスに属する，即ち，あ

る 1 ≤ i ≤ 3が存在して a, b ∈ Ciである }と定めれば，Rは集合A上の同値関係であって，

等式A/R = {C1, C2, C3}が成り立つ。この考え方を，一般の空でない集合Aに対し拡張し

なさい。

問題 2.10. Aが無限集合ならば，集合A上には無限に多くの異なる同値関係を定義できる

ことを証明しなさい。

3 写像

3.1 公式的定義

A,Bは空でない集合とする。

定義 3.1. f がAからBへの写像であるとは

(1) f ⊆ A×Bであって，

(2) どんな a ∈ Aに対しても，(a, b) ∈ f を満たすような元 b ∈ Bが少なくとも一つは存在し，

(3) a ∈ A, b, b′ ∈ Bのとき，もしも (a, b), (a, b′) ∈ f ならば，必ず等式 b = b′が成り立つ

ことをいう。

この定義は「写像とは，集合Aの各々の元 aに対し，集合Bの元 bを一つずつ定める規則

のことである」という使いやすく分かりやすい定義を，堅苦しくしかし数学的には厳密に述

べたものである。

f がAからBへの写像であることを，f : A → Bと書く。f : A → Bであれば，(a, b) ∈ f

となる元 b ∈ Bは，与えられた元 a ∈ Aに対し唯一つ定まる。この b ∈ Bを b = f(a)と書

き，aの f による像という。b = f(a)であることを f : a 7→ bと書くこともある。

例 3.2. f(a) = a2 − 1と定めれば，写像 f : R → Rが得られる。上の書き方を使えば，

f = {(a, a2 − 1) | a ∈ R}となる。
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例えばA = {1, 2, 3}としよう。集合Aから集合Bへの写像 f を定めることと，A× Bの

部分集合で f = {(1, x), (2, y), (3, z)} (ここで x, y, zはなにかBの元である)という形をして

いるものを定めることは同じであって，行列
(

1 2 3

x y z

)

の x, y, zを，Bの元で置き換えることとも同等である。B = {4, 5, 6, 7}のとき，このような
行列の書き方で説明すると

f =

(
1 2 3

4 5 6

)
，

g =

(
1 2 3

6 5 5

)

などは，勿論 f : A → B, g : A → Bであって，f : 1 7→ 4, f : 2 7→ 5, f : 3 7→ 6, g(1) = 6,

g(2) = g(3) = 5である。AからBへの写像は，全部で 43 = 64個ある。

定義 3.3. ２つの写像 f : A → B, g : C → Dは，A = CかつB = Dであって，さらに，い

かなる a ∈ Aに対しても等式 f(a) = g(a)が成り立つとき，等しいと言い，f = gと書く。

f, g : A → Bのときは，f = gであるための必要十分条件は，任意の a ∈ Aに対し等式

f(a) = g(a)が成り立つことである。

3.2 像と原像

A,Bは空でない集合とし f : A → Bは写像とせよ。X ⊆ A，Y ⊆ Bに対し

f(X) = {b ∈ B |ある a ∈ Xがあって b = f(a)と表される },

f−1(Y ) = {a ∈ A | f(a) ∈ Y }

とおき，f(X)を f によるX の像，f−1(Y )を f による Y の原像と呼ぶ。f(X) ⊆ Bであっ

て，f−1(Y ) ⊆ Aである。特に f(A)を写像 f の像という。

例えば，A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7}とし，f : A → Bを f(1) = 5, f(2) = 7, f(3) = 4

とする。このとき，X = {2, 3}，Y1 = {6}，Y2 = {4, 5}に対し，f(X) = {4, 7}であって，
f−1(Y1) = ∅，f−1(Y2) = {1, 3}である。f の像は f(A) = {4, 5, 7}となる。
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問題 3.4. いかなる写像 f : A → Bについても，等式 f(∅) = ∅, f−1(∅) = ∅，f−1(B) = Aが

成り立つことを確かめなさい。

証明. a ∈ Aとすれば，f(a) ∈ Bであるから，a ∈ f−1(B)が成り立ち，A ⊆ f−1(B)である

ことがわかる。定義により f−1(B) ⊆ Aであるから，等式 f−1(B) = Aが成り立つ。

問題 3.5. 写像f : R→ Rをf(a) = a2−1と定め，X = {a ∈ R | a ≥ 2}，Y = {a ∈ R | a ≥ 3}
とすれば，等式 f(X) = Y が成り立つことを確かめなさい。また，f−1({0}) = {−1, 1}であ
ることを示しなさい。

証明. b ∈ f(X)なら，b ∈ Rであり，何かある a ∈ X によって b = a2 − 1と表される。

a ≥ 2であるから，b ∈ R, b ≥ 3となり，b ∈ Y が得られる。故に f(X) ⊆ Y である。逆

に，b ∈ Y とすれば，b ≥ 3であるから，b + 1 ≥ 4となり，a =
√

b + 1とおけば，a ∈ R
であって，a ≥ 2, f(a) = a2 − 1 = bが成り立つ。a ∈ X であるから，b ∈ f(X)となり，

Y ⊆ f(X)であることが従う。故に f(X) = Y である。 a ∈ f−1({0})ならば，a ∈ Rであっ
て f(a) = a2 − 1 ∈ {0}が成り立つ。故に，a2 = 1であるから，a = −1または a = 1 であっ

て，a ∈ {−1, 1}となる。逆に，a ∈ {−1, 1}なら，a = −1であるか a = 1であるから，a2 = 1

であって f(a) = 0となる。即ち，a ∈ f−1({0})である。故に，等式 f−1({0}) = {−1, 1}が
成り立つ。

問題 3.6. 写像 f : R3 → Rを f(




a

b

c


) = a + b + cと定めるとき，次の問に答えなさい。

(1) 等式

f−1({0}) = {λ



−1

1

0


 + µ



−1

0

1


 | λ, µ ∈ R}

が成り立つことを確かめなさい。

(2) X = {




a

b

0


 | a, b ∈ R}とおけば，等式 f(X) = Rが成り立つことを確かめなさい。

(3)




0

0

1


 ,



−1

2

0


 ,



−3

6

−2


 ∈ f−1({1})であることを確かめなさい。
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(4) 等式

f−1({1}) = {λ



−1

1

0


 + µ



−1

0

1


 +




0

0

1


 | λ, µ ∈ R}

が成り立つことを確かめなさい。

定理 3.7. f : A → Bを写像とし，X, X1, X2 ⊆ A, Y, Y1, Y2 ⊆ Bとすれば，次の主張が正

しい。

(1) X1 ⊆ X2ならば f(X1) ⊆ f(X2)である。

(2) Y1 ⊆ Y2ならば f−1(Y1) ⊆ f−1(Y2)である。

(3) f(f−1(Y )) ⊆ Y である。

(4) X ⊆ f−1(f(X))である。

(5) 等式 f(X1 ∪X2) = f(X1) ∪ f(X2)が成り立つ。

(6) f−1(Y1 ∪ Y2) = f−1(Y1) ∪ f−1(Y2)である。

証明. (1) b ∈ f(X1)とし b = f(a) (a ∈ X1)と表せば，X1 ⊆ X2であるから，a ∈ X2とな

り，b ∈ f(X2)であることが従う。故に f(X1) ⊆ f(X2)である。

(1) a ∈ f−1(Y1)なら，a ∈ Aであってf(a) ∈ Y1が成り立つ。Y1 ⊆ Y2であるから，f(a) ∈ Y2

となり，a ∈ f−1(Y2)である。故に f−1(Y1) ⊆ f−1(Y2)である。

(3) b ∈ f(f−1(Y ))なら，b = f(a) (a ∈ f−1(Y )と表すと，a ∈ Aであって f(a) ∈ Y であ

るので，b = f(a) ∈ Y が成り立つ。故に，f(f−1(Y )) ⊆ Y である。

(4) a ∈ Xならば，f(a) ∈ f(X)である。故に，a ∈ f−1(f(X))であるので，X ⊆ f−1(f(X))

となる。

(5) b ∈ f(X1∪X2)なら，b = f(a) (a ∈ X1∪X2)と表せば，a ∈ X1であるかまたは a ∈ X2

が成り立つ。a ∈ X1であれば，b = f(a) ∈ f(X1)であり，a ∈ X2であれば，b = f(a) ∈ f(X2)

であるので，b = f(a) ∈ f(X1) ∪ f(X2)が成り立つ。故に f(X1 ∪ X2) ⊆ f(X1) ∪ f(X2)で

ある。X1 ⊆ X1 ∪ X2であるから，(1)によって f(X1) ⊆ f(X1 ∪ X2)となる。同様に，(1)

より f(X2) ⊆ f(X1 ∪ X2)であるので，f(X1) ∪ f(X2) ⊆ f(X1 ∪ X2)が成り立ち，等式

f(X1 ∪X2) = f(X1) ∪ f(X2)が得られる。
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(6) (2)より f−1(Y1)∪f−1(Y2) ⊆ f−1(Y1∪Y2)である。a ∈ f−1(Y1∪Y2)とすれば，f(a) ∈ Y1

か f(a) ∈ Y2が成り立つので，a ∈ f−1(Y1)∪ f−1(Y2)となり，等式 f−1(Y1 ∪ Y2) = f−1(Y1)∪
f−1(Y2)が得られる。

問題 3.8. f : A → Bを写像とし，X, X1, X2 ⊆ A, Y, Y1, Y2 ⊆ Bとする。次の主張は正しい

か。正しければ証明を，正しくなければ反例（正しくないという明確な理由）を述べなさい。

(1) f(f−1(Y )) = Y である。

(2) X = f−1(f(X))である。

(3) f(X1 ∩X2) = f(X1) ∩ f(X2)である。

(4) f−1(Y1 ∩ Y2) = f−1(Y1) ∩ f−1(Y2)である。

証明. (4)だけが正しい。他のものについては，例えば，A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7}とし，
f : A → Bを f(1) = 5, f(2) = 7, f(3) = 5とする。このとき，

(1) Y = Bとすれば，f−1(B) = Aであるが，f(A) = {5, 7} 6= Bである。

(2) X = {2, 3}とすれば，f(X) = {5, 7}であるから，f−1(f(X)) = {1, 2, 3}である。
(3) X1 = {1}, X2 = {3}とすればX1 ∩X2 = ∅であるから，f(X1 ∩X2) = f(∅) = ∅であ
る。しかしながら，f(X1) = f(X2) = {5}であるから f(X1) ∩ f(X2) = {5}である。

3.3 特殊な写像・単射と全射

A,Bは空でない集合とし，f : A → Bは写像とする。

定義 3.9. (1) 等式 f(A) = Bが成り立つとき，f は全射であるという。

(2) a1, a2 ∈ Aとする。f(a1) = f(a2)なら必ず a1 = a2が成り立つとき，f は単射であると

いう。

(3) f が単射であってかつ全射であるとき，f は全単射であるという。

条件 (1)は，如何なる b ∈ Bも，何かある a ∈ Aによって b = f(a)という形に表されるこ

とを意味している。条件 (2)は，a1, a2 ∈ Aであって，a1 6= a2なら，必ず f(a1) 6= f(a2)で

あることを意味している。
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例えば，A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7}のとき，写像 f : A → Bを単射となるように定め

ることは，行列 (
1 2 3

x y z

)

の中の x, y, z を異なる B の元 3 つで埋めることと同等である。実際，f(1) = 5, f(2) =

6, f(3) = 4は単射であり，g(1) = 7, g(2) = 6, g(3) = 5も単射であるが，h(1) = 4, h(2) =

7, h(3) = 4は単射でない。いかなる写像 f : A → Bについても f(A)は高々3個の元しか含

まないので，この例ではどんな f : A → Bも全射にはなり得ない。

問題 3.10. A = {1, 2, 3, 4}, B = {5, 6, 7}とする。

(1) 全射 f : A → Bを 2つ作りなさい。

(2) どんな写像 f : A → Bも単射ではないことを証明しなさい。

問題 3.11. M2(R)によって 2次実正方行列の全体よりなる集合を表す。即ち

M2(R) = {
(

a b

c d

)
| a, b, c, d ∈ R}

とし，写像 f : R→ M2(R)を f(a) =

(
1 a

0 1

)
によって定める。次の問に答えなさい。

(1) 任意の a, b ∈ Rに対して，等式 f(a + b) = f(a)f(b)が成り立つことを確かめなさい。但

し a + bは数の和を表し，f(a)f(b)は２つの行列 f(a), f(b)の積を表す。

(2) f は単射であることを確かめなさい。

(3) f は全射であるか。正しければ証明を，正しくないならばその理由を述べなさい。

問題 3.12. f : R→ Rを f(a) = a2 + 1と定めると，写像 f は単射でも全射でもないことを

確かめなさい。

問題 3.13. N = {n | nは正の整数である }とし，f, g : N→ Nを

f(n) =

{
1 (n = 1のとき)

n− 1 (n ≥ 2のとき)，

g(n) = n + 1と定める。

(1) 写像 f は全射であるが，単射ではないことを確かめなさい。
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(2) 写像 gは単射であるが，全射ではないことを確かめなさい。

定理 3.14. Xは空ではない有限集合（元が有限個しかない集合）とし，f : X → Xは写像

とする。このとき f に関する次の 3条件は，互いに同値である。

(1) f は単射である。

(2) f は全射である。

(3) f は全単射である。

証明. (1) ⇒ (2) 集合Xの元の個数を nとし，X = {a1, a2, · · · , an}とすると，

f(X) = {f(a1), f(a2), · · · , f(an)}

である。写像 fは単射であるから，元 f(a1), f(a2), · · · , f(an)は互いに異なり，集合 f(X)は

n個の要素よりなる。f(X) ⊆ Xであるから，等式 f(X) = Xが成り立ち，f は全射である

ことが従う。

(2) ⇒ (1) f(X) = X であるから，{f(a1), f(a2), · · · , f(an)} = X が成り立つ。X の元の

個数は nであるので，i 6= jなら f(ai) 6= f(aj)であり，f は単射である。

n ≥ 1を整数としX = {1, 2, 3, · · · , n}，Sn = {f | f : X → X は全単射である }とおく。
行列の書き方をしたとき，写像 f : X → Xを一つ定めるには

f =

(
1 2 3 · · · n

i1 i2 i3 · · · in

)

の空白である i1, i2, i3, · · · , inを，1から nまでの整数で埋めればよい。写像 f を単射にした

ければ，i1, i2, i3, · · · , inを 1, 2, 3, · · · , nの順列にすれば十分であって，このとき f は自動的

に全射となる。1, 2, 3, · · · , nの順列の個数は丁度 n!個あるので，集合 Snは n!個の要素より

なる。即ち

系 3.15. n ≥ 1を整数としX = {1, 2, 3, · · · , n}，Sn = {f | f : X → Xは全単射である }と
おくと，集合 Snは n!個の要素よりなる。

3.4 写像の合成

定義 3.16. (1) A,B, Cは空でない集合とし，f : A → B, g : B → Cは写像とする。集合A

の各元 aに g(f(a))を対応させることによって定まる集合Aから集合Cへの写像を，f と g
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の合成といい，g·f と書く。 即ち，g·f : A → Cであり，(g·f)(a) = g(f(a))が全ての a ∈ A

について成り立つ。

(2) Aは空でない集合とする。集合Aの各元 a ∈ Aに対し a自身を対応させることによって定

まる集合Aから集合Aへの写像を，A上の恒等写像といい，1Aと書く。即ち，1A : A → A

であり，1A(a) = aが全ての a ∈ Aについて成り立つ。

1Aは全単射である。

例えば，A = {1, 2, 3}，B = {4, 5, 6, 7}，C = {8, 9, 10}とし，写像 f : A → B, g : B → C

を

f =

(
1 2 3

4 6 7

)
, g =

(
4 5 6 7

8 8 10 9

)

とすれば，写像 g·f : A → Cは

g·f =

(
1 2 3

8 10 9

)

となる。このような行列の形に書けば，

1A =

(
1 2 3

1 2 3

)

である。

写像 f, g : R→ Rをそれぞれ f(a) = a2−1, g(a) = 2a+5とすれば，合成写像 g·f : R→ R

は (g·f)(a) = g(f(a)) = 2(a2 − 1) + 5 = 2a2 + 3となる。

問題 3.17. A = {1, 2, 3, 4, 5}とする。AからAへの写像 f, g, hを次のように定める。

f =

(
1 2 3 4 5

3 2 1 5 4

)
, g =

(
1 2 3 4 5

5 2 4 3 1

)
, h =

(
1 2 3 4 5

5 4 1 2 3

)

合成 fg, fh, (fg)h, f(gh)を求めなさい。

証明.

fg =

(
1 2 3 4 5

3 2 1 5 4

) (
1 2 3 4 5

5 2 4 3 1

)
=

(
1 2 3 4 5

4 2 5 1 3

)
,

fh =

(
1 2 3 4 5

3 2 1 5 4

)(
1 2 3 4 5

5 4 1 2 3

)
=

(
1 2 3 4 5

4 5 3 2 1

)

である。
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問題 3.18. S3の元をすべて書きだし，それらを合成しなさい。

証明. S3 =

{(
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

1 3 2

)
,

(
1 2 3

2 1 3

)
,

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)
,

(
1 2 3

3 2 1

)}
で

ある。e =

(
1 2 3

1 2 3

)
, a =

(
1 2 3

2 1 3

)
, b =

(
1 2 3

3 2 1

)
, c =

(
1 2 3

1 3 2

)
, f =

(
1 2 3

2 3 1

)
, g =

(
1 2 3

3 1 2

)
とおき，合成の表

左下×右上 e a b c f g

e

a g c

b

c

f e

g e f

を作る。ab = g, af = cであるので，升目を g, cで埋める。以下同様である。

問題 3.19. A,B,Cは空でない集合とし，f : A → B, g : B → Cを写像とする。次の主張が

正しいことを確かめなさい。

(1) 任意のX ⊆ Aに対し，(gf)(X) = g(f(X))が成り立つ。

(2) 任意の Y ⊆ Cに対し，(gf)−1(Y ) = f−1(g−1(Y ))が成り立つ。

(3) fが単射なら，任意のX1, X2 ⊆ Aに対し，等式 f(X1∩X2) = f(X1)∩ f(X2)が成り立つ。

定理 3.20. A,B,Cは空でない集合とし，f : A → B, g : B → Cを写像とすると，次の主張

が正しい。

(1) f, gがどちらも単射なら，合成 gf も単射である。

(2) f, gがどちらも全射なら，合成 gf も全射である。

(3) 合成 gf が単射なら，f は単射である。

(4) 合成 gf が全射なら，gは全射である。

証明. (1) a1, a2 ∈ Aが等式 (gf)(a1) = (gf)(a2)を満たすなら，g(f(a1)) = g(f(a2))である。

写像 gは単射であるから，f(a1) = f(a2)となり，f も単射であるので a1 = a2となって，合

成写像 gf も単射であることが従う。
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(2) (gf)(A) = g(f(A)) = g(B) = Cによる。次のように考えてもよい。任意に c ∈ Cを取

れ。すると，写像 gは全射であるから，ある b ∈ Bが存在し等式 c = g(b)が成り立つ。写像

f は全射であるから，この b ∈ Bに対し，何かある a ∈ Aが存在して等式 b = f(a)が成り立

つ。故に

c = g(b) = g(f(a)) = (gf)(a)

であるから，いかなる c ∈ Cに対しても，何かある a ∈ Aが存在して等式 c = (gf)(a)が成

り立つ。即ち合成写像 gf は全射である。

(3) a1, a2 ∈ Aが等式 f(a1) = f(a2)を満たすとせよ。すると，g(f(a1)) = g(f(a2))である

ので，(gf)(a1) = (gf)(a2)が成り立つ。写像 gf は単射であるから a1 = a2となり，故に，写

像 f は単射である。

(4) C = (gf)(A) = g(f(A)) ⊆ g(B) ⊆ Cによる。次のように考えてもよい。任意に c ∈ C

を取れ。すると，写像 gf は全射であるから，ある a ∈ Aが存在し等式 c = (gf)(a)が成り立

つ。b = f(a)とおけば，c = (gf)(a) = g(f(a)) = g(b)であるから，いかなる c ∈ Cに対して

も，何かある b ∈ Bが存在して等式 c = g(b)が成り立つ。即ち写像 gは全射である。

系 3.21. A,B は空でない集合とし，f : A → B, g : B → Aは写像とする。もし gf =

1A, fg = 1Bならば，f も gも必ず全単射である。

問題 3.22. (1) 合成 gf は単射であるが，gは単射ではないという例を作りなさい。

(2) 合成 gf は全射であるが，f は全射ではないという例を作りなさい。

命題 3.23. A,B, C, Dは空でない集合とし，f : A → B, g : B → C, h : C → Dは写像とす

る。次の等式が成り立つ。

(1) (hg)f = h(gf)

(2) 1B·f = f

(3) f ·1A = f

証明. (1) (hg)f, h(gf)はどちらも集合 Aから集合 C への写像である。a ∈ Aをとれば，

(hg)(f(a)) = h(g(f(a))), (h(gf))(a) = h((gf)(a)) = h(g(f(a)))であるので，等式 ((hg)f)(a) =

(h(gf))(a)が成り立つ。故に (hg)f = h(gf)である。

(2)　 1B·f, fはどちらもAからBへの写像である。a ∈ Aとせよ。(1B·f)(a) = 1B(f(a)) =

f(a)であるから，等式 1B·f = f が成り立つ。
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(3) (2)と同様である。

3.5 逆写像

定理 3.24. A,Bは空でない集合とし，f : A → Bは写像とする。このとき，写像 f に関す

る次の条件は，互いに同値である。

(1) f は全単射である。

(2) ある写像 g : B → Aが存在し，等式 gf = 1A, fg = 1Bが成り立つ。

写像 f が全単射であるならば，この定理の条件 (2)に現れる写像 g : B → Aは，f に対し一

意的に定まる。この gを f の逆写像といい，g = f−1と書く（f -inverseと読む）。即ち，逆

写像 f−1はBからAへの写像であって，等式 ff−1 = 1B, f−1f = 1Aを満たす。

証明. (1) ⇒ (2) b ∈ Bを取る。写像 f は全射であるから，a ∈ Aであって b = f(a)となる

ものが，少なくとも一つは存在する。a1, a2 ∈ Aが等式 b = f(a1), b = f(a2)を満たすなら，

f(a1) = f(a2)であり，写像 f は単射であるので，等式 a1 = a2が得られる。即ち，b ∈ Bを

与えたとき，b = f(a)となる a ∈ Aは，元 bに対して唯一通りに定まる。故に写像 g : B → A

を g(b) = aと定めれば，g(f(a)) = aが全ての a ∈ Aに対して成り立ち，また，いかなる

b ∈ Bに対しても f(g(b)) = bであるので，等式 fg = 1B, gf = 1Aが成り立つ。

(2) ⇒ (1) 系 3.21に従う。

さて，g, g′ : B → Aであって gf = g′f = 1A, fg = fg′ = 1Bが成り立つと仮定せよ。する

と，g = g1B = g(fg′) = (gf)g′ = 1Ag′ = g′であるから，等式 g = g′が得られる。故に，条

件 (2)を満たす写像 g : B → Aは f に対し唯一つ定まる。

n ≥ 1を整数とし，X = {1, 2, · · · , n}，f ∈ Snとせよ。f =

(
1 2 3 · · · n

i1 i2 i3 · · · in

)
とすれば，

i1, i2, · · · , inは1, 2, · · · , nの順列である。f−1は i1を1に，i2を2に，· · · , inをnに対応させる

ような，XからXへの写像である。従って，行列の形で書くと，f−1 =

(
i1 i2 i3 · · · in
1 2 3 · · · n

)
，

即ち (
1 2 3 · · · n

i1 i2 i3 · · · in

)−1

=

(
i1 i2 i3 · · · in
1 2 3 · · · n

)
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となる。例えば n = 5で f =

(
1 2 3 4 5

5 3 4 1 2

)
なら

f−1 =

(
5 3 4 1 2

1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5

4 5 2 3 1

)

である。実際に確かめれば

f−1f =

(
1 2 3 4 5

4 5 2 3 1

)(
1 2 3 4 5

5 3 4 1 2

)
=

(
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

)
= 1X

であることが，納得される。

問題 3.25. S3の元に対し，その逆写像を求め，それらがすべて S3の元であることを確かめ

なさい。

証明. 表 3。18を用いてもよいが，例えば f−1 =

(
1 2 3

2 3 1

)
=

(
2 3 1

1 2 3

)
=

(
1 2 3

3 1 2

)
= g

である。e−1 = e, a−1 = aで，他も同様である。

系 3.26. A,Bは空でない集合とし，f : A → Bは写像とする。次の主張が正しい。

(1) 1−1
A = 1Aである。

(2) f が全単射であれば，その逆写像 f−1も全単射であり，等式 (f−1)−1 = f が成り立つ。

証明. 等式 1A1A = 1Aと ff−1 = 1B, f−1f = 1Aが成り立つからである。

系 3.27. A,B, Cは空でない集合とし，f : A → B, g : B → Cを写像とする。f, gが全単射

ならば，合成写像 gf : A → Cも全単射であって，等式 (gf)−1 = f−1g−1が成り立つ。

証明. 写像 gf が全単射であることは，定理 3.20に従う。f−1 : B → A, g−1 : C → Bである

ので，合成 f−1g−1は CからAへの写像である。写像の合成に関する結合法則 3.23(1)によ

れば

(gf)(f−1g−1) = ((gf)f−1)g−1 = (g(ff−1))g−1 = (g1B)g−1 = gg−1 = 1C

であって

(f−1g−1)(gf) = ((f−1g−1)g)f = (f−1(g−1g))f = (f−11B)f = f−1f = 1A

であるから，定理 3.24によって，等式 (gf)−1 = f−1g−1が得られる。
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4 対称群Sn

4.1 置換

n ≥ 1を整数とし，X = {1, 2, · · · , n}とし，Sn = {f | f : X → Xは全単射である }とお
く。集合 Snは n!個の元よりなる。

Snの元は 1, 2, · · · , nの順列に対応するので，Snの元をn文字の置換といい，Snをn次の対

称群と呼ぶことが多い。置換はσ, τ, ρのようなギリシャ文字で表すのが普通である。σ, τ ∈ Sn

としたとき，合成写像 στ を σと τ の積と呼ぶ。στ ∈ Snであるから，集合 Sn内では「かけ

算」ができるのである。

次の主張が正しい。

命題 4.1. σ, τ, ρ ∈ Snとする。

(1) 等式 (στ)ρ = σ(τρ)が成り立つ。

(2) e = 1X とおくと，e ∈ Snであって，等式 σe = eσ = σが成り立つ。

(3) σ−1 ∈ Snであって，等式 σσ−1 = σσ−1 = eが成り立つ。

問題 4.2. σ, τ, ρ ∈ Snとする。次の主張を証明しなさい。

(1) στ = σρなら，τ = ρである。

(2) τσ = ρσなら，τ = ρである。

(3) στ = eなら，τ = σ−1, σ = τ−1である。

証明. σ−1(στ) = (σ−1σ)τ = eτ = τ , (τσ)σ−1 = τ(σσ−1) = τe = τ を用いよ。

σ ∈ Snとし，σを行列

σ =

(
1 2 3 · · · n

σ(1) σ(2) σ(3) · · · σ(n)

)

の形に書くとき，σ(i) = iとなる文字 iは省略する。例えば

σ =

(
1 2 3 4 5 6

1 6 3 5 2 4

)

であれば，1, 3を省き，単に

σ =

(
2 4 5 6

6 5 2 4

)
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と書く。更に

σ =

(
2 6 4 5

6 4 5 2

)

であって，この σは 2 7→ 6 7→ 4 7→ 5 7→ 2と動かしているのであるから，この順序だけ書い

てあれば σが何であるかが分るので，単に σ = (2, 6, 4, 5)と書くことにする。従って n = 10

のとき σ = (9, 2, 5, 7, 10, 8)とおけば

σ =

(
9 2 5 7 10 8

2 5 7 10 8 9

)

のことであり，省略されている文字も書けば

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 5 3 4 7 6 10 9 2 8

)

となる。より一般に σ = (a1, a2, · · · , ar)と書けば

σ =

(
a1 a2 · · · ar−1 ar

a2 a3 · · · ar a1

)

のことであって，この表現の中に現れていない文字は，σによって動かされていない。(勿論，

r ≥ 1であり，a1, a2, · · · , arは1からnまでの異なる文字とする。特に (1) = (2) = · · · = (n) =

eである。) このような置換 (a1, a2, · · · , ar)を長さ rの巡回置換といい，(2, 6) =

(
2 6

6 2

)
の

ように，長さ 2の巡回置換 (a, b) (1 ≤ a, b ≤ n, a 6= b)を互換と呼ぶ。

σ1, σ2, · · · , σ` ∈ Snに対し

σ1σ2 · · ·σ` = (· · · ((σ1σ2)σ3) · · · )σ`

と定める。即ち σ1σ2σ3 = (σ1σ2)σ2，σ1σ2σ3σ4 = (σ1σ2σ3)σ4 であって，` ≥ 2 なら等式

σ1σ2 · · · σ` = (σ1σ2 · · · σ`−1)σ`が成り立つ。

問題 4.3. σ1, σ2, · · · , σ`, τ1, τ2, · · · , τm ∈ Snとすれば等式

(σ1σ2 · · ·σ`)(τ1τ2 · · · τm) = σ1σ2 · · · σ`τ1τ2 · · · τm

が成り立つ。

証明. mに関する数学的帰納法による。定義により σ1σ2 · · · σ`τ1 = (σ1σ2 · · · σ`)τ1であること

に注意せよ。
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σ ∈ Snとせよ。σ0 = eと定め, σを `回掛けて得られるSnの元をσ`と書く。即ち，σ1 = σ,

σ2 = σσ, σ3 = σ2σであって，σ` = σ`−1σ (` ≥ 1)が成り立つ。負の整数 ` < 0に対しては，

σ` = (σ−1)−`と定める。

問題 4.4. σ ∈ Snとする。次の主張が正しいことを確かめなさい。

(1) 等式 σ−1σ` = σ`−1 (` ≥ 1)が成り立つ。

(2) 任意の整数 `,mに対し等式 σ`σm = σ`+m, (σm)` = σ`mが成り立つ。

証明. (1) `に関する数学的帰納法による。` ≥ 2であって `− 1までこの等式が正しいと仮定

してよいので，

σ−1σ` = σ−1(σ`−1σ) = (σ−1σ`−1)σ = σ`−2σ = σ`−1

が成り立つ。

(2) 難しくはないが，かなり面倒くさい。

補題 4.5. σ ∈ Sn, i ∈ Xとせよ。このとき，必ずある整数 ` ≥ 1が存在して，等式 σ`(i) = i

が成り立つ。

証明. Xσ = {σ`(i) | 1 ≤ ` ∈ Z}とおくと，Xσ ⊆ X であるから，Xσ は有限集合であ

る。故に，整数 1 ≤ k < mを取って，等式 σk(i) = σm(i)が成り立つようにできる。従って

σ−1(σk(i)) = σ−1(σm(i))であるが，σ−1(σk(i)) = (σ−1σk)(i) = σk−1(i)であってσ−1(σm(i)) =

(σ−1σm)(i) = σm−1(i)であるから，k, mを両方とも 1づつ減らしながら，等式 σm−k(i) = i

が得られる。` = m− kが求める整数である。

問題 4.6. σ ∈ Snとせよ。このとき，必ずある整数 ` ≥ 1が存在して，等式 σ` = eが成り立

つことを確かめなさい。

証明. 補題 4.5の議論を用いよ。

命題 4.7. 全ての置換は幾つかの巡回置換の積として表される。即ち，σ ∈ Snとすれば，σ

は必ず

σ = (a1, a2, · · · , ar)(b1, b2, · · · , bs) · · · (c1, c2, · · · , ct)

のような形に表される。
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証明. σ ∈ Snに対し I(σ) = {i | i ∈ Xであってσ(i) 6= i}とおく。即ち，I(σ)は，置換 σに

よって動いてしまうような文字 iの全体からなる集合である。さて，この命題 4。5が正しく

ないと仮定せよ。すると，上のような形には決して表されないような σ ∈ Snが存在する筈で

ある。このような σの中から集合 I(σ)の要素の個数が最小のものを選び，あらためてそれを

σとする。すると，e = (1)であるから，σ 6= eである。故に I(σ) 6= ∅である。i ∈ I(σ)を一

つ取って固定し，整数 ` ≥ 1を σ`(i) = iが成り立つように取る (補題 4.5参照)。このような

等式 σ`(i) = iを成り立たせるような整数 ` ≥ 1を，文字 iに対し最小に選べば，σ(i) 6= iであ

るから ` ≥ 2であって，しかも文字の列 i = σ0(i), σ(i), σ2(i), · · · , σ`−1(i)はどの 2つも異な

る。実際, σm(i) = σk(i) (0 ≤ m < k ≤ `− 1)であったならば，補題 4.5の証明と全く同じ理

由で，等式 σk−m(i) = iが導かれるが，1 ≤ k −m < `であるので，この等式 σk−m(i) = iは

整数 `の取り方に反するからである。τ = (i, σ(i), σ2(i), · · · , σ`−1(i))とおき，ρ = στ−1とせ

よ。すると，ρ(i) = iであるから，i 6∈ X(ρ)である。一方で，j 6∈ X(σ)ならば，σ(j) = jで

あるので，j 6= i, σ(i), σ2(i), · · · , σ`−1(i)である。故に τ(j) = jであるので，τ−1(j) = jが成

り立つ。従って ρ(j) = (στ−1)(j) = σ(τ−1(j)) = σ(j) = jが得られる。即ち，X(ρ) ⊆ X(σ)

であって，かつ i 6∈ X(ρ)であるから，集合X(ρ)の要素の個数は集合X(σ)の要素の個数よ

り真に小さい。故に σの選び方によって，置換 ρは

ρ = (a1, a2, · · · , ar)(b1, b2, · · · , bs) · · · (c1, c2, · · · , ct)

のような形に表されるはずである。しかしながら σ = ρτ であるので，等式

σ = (a1, a2, · · · , ar)(b1, b2, · · · , bs) · · · (c1, c2, · · · , ct)(i, σ(i), σ2(i), · · · , σ`−1(i))

が得られ，σも正しい形に表されることになる。これは σがそのような表現を持たないとい

う仮定に反する。故に命題 4。5は正しい主張である。

問題 4.8. 全ての置換は幾つかの共通文字のない巡回置換の積として表されることを証明し

なさい。即ち，σ ∈ Snとすれば，σは必ず

σ = (a1, a2, · · · , ar)(b1, b2, · · · , bs) · · · (c1, c2, · · · , ct)

のような形に表されるが，このとき巡回置換 (a1, a2, · · · , ar), (b1, b2, · · · , bs), · · · , (c1, c2, · · · , ct)

は，どの 2つも共通文字を含まないように選べぶことができる。
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証明. 命題 4.7の証明の記号で，巡回置換 (a1, a2, · · · , ar), (b1, b2, · · · , bs), · · · , (c1, c2, · · · , ct)

と (i, σ(i), σ2(i), · · · , σ`−1(i))は，共通文字を含まないことを示す。

補題 4.9. a1, a2, · · · , ar ∈ X (r ≥ 2)であって，異なる文字とすれば，等式

(a1, a2, · · · , ar) = (a1, ar)(a1, ar−1) · · · (a1, a2)

が成り立つ。

証明. σ = (a1, a2, · · · , ar), τ = (a1, ar)(a1, ar−1) · · · (a1, a2)とおく。a1, a2, · · · , ar 以外の文

字は，σでも τ でも動かないので，両者による a1, a2, · · · , arの像がすべて一致すれば，等式

σ = τ が得られる。a1の像は

τ(a1) = [(a1, ar)(a1, ar−1) · · · (a1, a3)] ((a1, a2)(a1)) = [(a1, ar)(a1, ar−1) · · · (a1, a3)] (a2) = a2

である。同様に，τ(ai) = ai+1 (1 ≤ i < r)であって，τ(ar) = a1であることが示される。故

に σ = τ である。

系 4.10. n ≥ 2なら，n文字のいかなる置換も，幾つかの互換の積として表される。

問題 4.11. 置換

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10 5 4 2 7 8 1 9 3 6

)

を互換の積として表しなさい。

4.2 置換の符号

次の主張が正しい。

定理 4.12. n ≥ 2とする。与えられた n文字の置換を幾つかの互換の積として表したとき，

偶数個の互換の積として表されるか，それとも奇数個の互換の積として表されるかはその置

換のみで定まり，表現の仕方には依存しない。

証明には置換の符号を用いる。

定義 4.13. σ ∈ Snに対し

ε(σ) =





∏
i<j

σ(j)− σ(i)

j − i
(n ≥ 2のとき)

1 (n = 1のとき)

とおき，置換 σの符号と呼ぶ。但し
∏
は「積」を表す記号である。
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命題 4.14. 次の主張が正しい。

(1) ε(στ) = ε(σ)ε(τ)

(2) ε(σ) = 1または ε(σ) = −1である。

(3) σが互換であれば，ε(σ) = −1である。

(4) ε(σ−1) = ε(σ)

証明. n ≥ 2としてよいであろう。ε(σ)2 =
∏

i<j

σ(j)− σ(i)

j − i
·
∏
j<i

σ(j)− σ(i)

j − i
であるから

ε(σ)2 =

∏
i<j(σ(j)− σ(i))·∏i<j(σ(j)− σ(i))∏

i<j(j − i)·∏j<i(j − i)

となり

ε(σ)2 =

∏
i 6=j(σ(j)− σ(i))∏

i6=j(j − i)
= 1

が得られる。故に ε(σ) = 1または ε(σ) = −1である。

ε(στ) =
∏
i<j

[
σ(τ(j))− σ(τ(i))

τ(j)− τ(i)
·τ(j)− τ(i)

j − i

]

であるので

ε(στ) =
∏
i<j

σ(τ(j))− σ(τ(i))

τ(j)− τ(i)
·
∏
i<j

τ(j)− τ(i)

j − i
= ε(σ)ε(τ)

が得られる。σ = (a, b) (1 ≤ a < b ≤ n)ならば，ε(σ)の符号は，1からnまでの整数の組 (i, j)

であって，i < jであるにも拘わらず σ(j) < σ(i)となるものの個数で定まる。このような組

(i, j)は全部で奇数 2(b−a)−1個あるから，ε(σ) = −1である。(1)より ε(σσ−1) = ε(σ)ε(σ−1)

であって，ε(e) = 1であるから，ε(σ−1) = ε(σ)が成り立つ。以上が (1), (2), (3), (4)の証明で

ある。

証明. さて定理 4.12を証明しよう。与えられた置換 σを σ = σ1σ2 · · · σ` (σiは互換 )という

形で表せば，(1)と (3)より，等式 ε(σ) =
∏`

i=1 ε(σi) = (−1)`が得られる。故に，互換 σiの

個数 `が偶数であるか奇数であるかは，σ = σ1σ2 · · · σ`という表現の仕方には拠らず，σの

みで決まることが分る。

問題 4.15. 置換

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10 5 4 2 7 8 1 9 3 6

)

の符号を求めなさい。
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4.3 行列式

n次の正方行列

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · ·
an1 an2 · · · ann




に対し

det(A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

とおき，これをAの行列式という。

4.4 偶置換と奇置換

ε(σ) = 1であるとき，置換 σは偶置換であるといい，ε(σ) = −1であるとき，奇置換であ

るという。An = {σ ∈ Sn | ε(σ) = 1}，Bn = {σ ∈ Sn | ε(σ) = −1}とおく。e ∈ Anである。

B1 = ∅であるが，n ≥ 2なら，(1, 2) ∈ Bnであるから，Bn 6= ∅である。

命題 4.16. 次の主張が正しい。

(1) σ, τ ∈ Anなら，στ ∈ Anである。

(2) σ, τ ∈ Bnなら，στ ∈ Anである。

(3) n ≥ 2なら，集合AnとBnの要素の個数は，n!
2
に等しい。

証明. (3) ρ = (1, 2)とせよ。ρ2 = eであるから，任意のσ ∈ Snに対し，等式 (σρ)ρ = σ(ρρ) =

σe = σが成り立つ。故に，σ1ρ = σ2ρなら，σ1 = σ2である。さて，σ ∈ Anなら σρ ∈ Bn

であって，τ ∈ Bnなら τρ ∈ Anである。写像 f : An → Bn, g : Bn → Anを，f(σ) = σρ,

g(τ) = τρと定めれば，f, gは単射であるので，集合AnとBnは同じ個数の要素よりなるこ

とがわかる。Sn = An ∪BnであってAn ∩Bn = ∅であるから，集合AnとBnの要素の個数

は n!
2
である。

問題 4.17. 集合A2, A3, A4の元をすべて書き出しなさい。

証明. A4は次の 12個の置換よりなる。
(

1 2 3 4

1 2 3 4

)
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(
1 2 3 4

1 3 4 2

)
,

(
1 2 3 4

1 4 2 3

)

(
1 2 3 4

3 2 4 1

)(
1 2 3 4

4, 2 1 3

)

(
1 2 3 4

2 4 3 1

)
,

(
1 2 3 4

4 1 3 2

)

(
1 2 3 4

2 3 1 4

)
,

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4

3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)

定理 4.18. ∅ 6= H ⊆ Snであり，任意の σ, τ ∈ Hに対し στ ∈ Hが成り立つとする。このと

き次の主張が正しい。

(1) e ∈ Hである。

(2) σ ∈ Hなら，σ−1 ∈ Hである。

(3) σ, τ ∈ Hなら，στ−1 ∈ Hである。

(4) σ, τ ∈ Snとせよ。R = {(σ, τ) ∈ Sn × Sn | σ−1τ ∈ H}とおけば，Rは集合 Sn上の同値関

係である。

(5) この同値関係Rに関する σ ∈ Snを含む類を C(σ)とすれば，等式 C(σ) = {στ | τ ∈ H}
が成り立つ。

(6) 任意の σ ∈ Snに対し，集合C(σ)は，集合Hと同じ個数の要素よりなる。

(7) 集合Hの要素の個数をmとすれば，mは n!の約数である。

証明. (1), (2) σ ∈ Hとし，写像 fσ : H → Hを fσ(τ) = στと定めれば，fσは単射である。実

際，fσ(τ1) = fσ(τ2)なら，στ1 = στ2であるから，問題 4.2より，τ1 = τ2が得られる。故に，

H は有限集合で写像 fσは単射であるから，fσは全射でもあり，σ ∈ H に対して fσ(τ) = σ

を満たす τ ∈ Hが必ず存在する。σ = στであるので，両辺に左から σ−1を掛けることによっ

て，τ = eが得られる。即ち e ∈ Hである。故に，写像 fσは全射であるから，fσ(ρ) = eと
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なる ρ ∈ H が存在するが，このとき σρ = eであるから，問題 4.2より ρ = σ−1であること

がわかる。故に σ−1 ∈ Hである。

(3) (2)より τ−1 ∈ Hであるから，στ−1 ∈ Hとなる。

(4) σ, τ, ρ ∈ Snとせよ。σ−1σ = e ∈ H であるから，σRσである。σRτ なら，σ−1τ ∈ H

であるから，(σ−1τ)−1 ∈ Hである。(σ−1τ)−1 = τ−1(σ−1)−1であって (σ−1)−1 = σであるか

ら，τ−1σ ∈ Hであり，τRσが得られる。σRτ, τRρなら，σ−1τ ∈ H, τ−1ρ ∈ Hであるから

σ−1ρ = (σ−1τ)(τ−1ρ) ∈ Hとなり，σRρである。故に，Rは Sn上の同値関係である。

(5) σH = {στ | τ ∈ H}とおく。C(σ) = {x ∈ Sn | σ−1x ∈ H}である。x ∈ C(σ)なら，

τ = σ−1xとおけば，τ ∈ H であって，しかも両辺に左から σを掛けることによって，等式

x = στ が得られる。故に x ∈ σH である。逆に，x ∈ σH を取り，x = στ (τ ∈ H)と表せ

ば，σ−1x = τ ∈ Hより，σRxとなる。Rは Sn上の同値関係であるから，xRσも成り立ち，

x ∈ C(σ)が得られる。故にC(σ) = σHである。

(6) 写像 g : H → C(σ) = σH, g(τ) = στ が，全単射であることによる。

(7) 商集合 Sn/Rの元の個数を `とすれば，Sn/Rは Snのクラス分けであって，(6)によっ

てどのクラスも同じ個数mの元よりなるので，Sn全体の個数 n!はm`に等しい。故にmは，

n!の約数である。

問題 4.19. S3の部分集合Hで，H 6= ∅であって，かつ任意の σ, τ ∈ Hに対し στ ∈ Hとな

るものを全て見つけなさい。

5 環

5.1 演算

Aは空でない集合とする。

定義 5.1. 直積集合A× AからAへの写像を集合A上の演算という。

即ち，集合A上の演算とは「Aの元の組 (a, b)を与えるごとに，この a, bを材料にAの元

cを新たに一つ作る規則」のことである。集合A上の演算 µ : A×A → Aを一つ固定しても

のを考えるときは，簡単のため，Aの元の組 (a, b)から得られるAの元 c = µ(a, b)を単に，

c = ab (或いは c = a + b, c = a ∗ bなどの記号)で表し，aカケル bと読むことが多い。
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ベクトルの和を考えよう。A = R3とする。a, b ∈ Aなら，a, bは 3次の実ベクトルである

から，

a =




a1

a2

a3


 , b =




b1

b2

b3




(ai, bi ∈ R)という形に表すことができる。すると a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3 ∈ Rであるから，こ

れらを並べて新しい 3次の実ベクトル




a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3


が得られる。即ち，a, b ∈ Aを与えるごと

に，この a, bを材料に新たにAの元を一つ作る規則 µ : A× A → A,

(




a1

a2

a3


 ,




b1

b2

b3


) 7→




a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3




が得られる。このベクトル




a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3


を a + bと書き，a, bの和と呼ぶ。即ち




a1

a2

a3


 +




b1

b2

b3


 =




a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3




である。これがベクトルの和の定義であり，ベクトルの「和」は集合R3上の演算の一つで

あることがわかる。

例 5.2. A = Snとすれば，σ, τ ∈ Snに対し，合成写像 στ は Snの元であるから，写像の合

成は集合 Sn上に演算を定める。

例 5.3. A = {1, 2, 3}とすれば，集合A上には全部で 39個の演算が定義できるが，これらの

演算のうち，数学的に価値のあるものはさほど多くない。

問題 5.4. 上に定めたR3内の和+について，次の主張が正しいことを確かめなさい。

(1) 任意の元 a, b, c ∈ R3に対し，等式 (a + b) + c = a + (b + c)が成り立つ。

(2) 任意の元 a, b ∈ R3に対し，等式 a + b = b + aが成り立つ。

(3) 等式 a + 0 = 0 + a = aを任意の a ∈ R3に対して成り立たせるような元 0 ∈ R3が，R3内

に少なくとも 1つ含まれている。
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(4) 条件 (3)を満たす元 0 ∈ R3は，R3内で一意的に定まる。

(5) a ∈ R3とすれば，a + x = x + a = 0を満たすような元 x ∈ R3が，R3内に少なくとも一

つは含まれている。

(5) 条件 (4)を満たす x ∈ Rは，R内で元 a ∈ R3に対し一意的に定まる。

問題 5.5. G = {(a, b) | a, b ∈ R, a 6= 0}とおき，(a, b)(c, d) = (ac, bc + d)によって，集合G

上に演算を定める。

(1) 次の主張が正しいことを確かめなさい。

(1.1) 任意の α, β, γ ∈ Gについて等式 (αβ)γ = α(βγ)が成り立つ。

(1.2) ある e ∈ Gが存在して，任意の α ∈ Gに対し等式 αe = eα = αが成り立つ。

(1.3) (1.2)の条件を満たす e ∈ Gは，集合G内に一意的に定まる。

(1.4) α ∈ Gを与えれば，ある x ∈ Gが存在して等式 αx = xα = eが成り立つ。

(1.5) (1.4)の条件を満たす x ∈ Gは，与えられた元 α ∈ Gに対し一意的に定まる。

(2) 次の主張が正しいかどうか調べなさい。「任意の α, β ∈ Gに対して等式 αβ = βαが成り

立つ。」

問題 5.6. a ∗ b = a + b + abと定めれば，∗は集合 Z上の演算である。

(1) 任意の a, b, c ∈ Zについて次の等式が成り立つことを確かめなさい。

(1.1) (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)

(1.2) a ∗ b = b ∗ a

(1.3) a ∗ 0 = 0 ∗ a = a

(2) 次の主張が正しいかどうか調べなさい。「任意の a ∈ Zに対し，等式 a ∗ x = x ∗ a = 0を

成り立たせるような元 x ∈ Zが存在する。」

5.2 環の定義

定義 5.7. 空でない集合R上に 2つの演算が定められていて，一方を加法+，他方を乗法×
の記号で表すとき，Rが環であるとは，次の 4条件が満たされることをいう。
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(1) +については，次の主張が正しい。

(1.1) 任意の元 a, b, c ∈ Rに対し，等式 (a + b) + c = a + (b + c)が成り立つ。

(1.2) 任意の元 a, b ∈ Rに対し，等式 a + b = b + aが成り立つ。

(1.3) 等式 a + 0 = 0 + a = aが任意の元 a ∈ Rに対して成り立つような元 0 ∈ Rが，R内に

少なくとも一つは含まれている。

(1.4) a ∈ Rとすれば，a + x = x + a = 0を満たすような元 x ∈ Rが，R内に少なくとも一

つは含まれている。

(2) 任意の元 a, b, c ∈ Rに対し，等式 (ab)c = a(bc)が成り立つ。

(3) 任意の元 a, b, c ∈ Rに対し，等式 a(b + c) = ab + ac，(a + b)c = ac + bcが成り立つ。

(4) 等式 a1 = 1a = aが任意の元 a ∈ Rに対して成り立つような元 1 ∈ Rが，R内に少な

くとも一つは含まれている。

命題 5.8. 定義 (5.6)に関し，次の主張が正しい。

(1) 条件 (1.3)を満たす 0 ∈ Rは，R内で一意的に定まる。

(2) 条件 (1.4)を満たす x ∈ Rは，R内で元 a ∈ Rに対し一意的に定まる。(これを− aと

書く。）

(3) 条件 (4)を満たす 1 ∈ Rは，R内で一意的に定まる。（これを環Rの単位元と呼ぶ。）

証明. (1) 0′ ∈ Rであって，等式 a + 0′ = 0′ + a = aが任意の a ∈ Rについて成り立つとす

る。a = 0と取れば 0′+0 = 0である。一方で等式 a+0 = 0+a = aが任意の a ∈ Rについて

成り立つはずであるから，a = 0′と取ることによって，0′ + 0 = 0′が得られる。故に 0 = 0′

である。

(2) y ∈ Rが等式 a + y = y + a = 0を満たすなら，y = y + 0 = y + (a + x) = (y + a) + x =

0 + x = xである。故に y＝ xが成り立つ。

(3) 1′ ∈ Rであって，等式 a1′ = 1′a = aが任意の a ∈ Rについて成り立つとする。a = 1

と取れば 1′1 = 1である。一方で等式 a1 = 1a = aが任意の a ∈ Rについて成り立つはずで

あるから，a = 1′と取ることによって，1′1 = 1′が得られる。故に 1 = 1′である。
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乗法について交換法則が成り立つような環（即ち，任意の2元a, b ∈ Rに対し，等式ab = ba

が成り立つような環）を可換環という。

例 5.9. (1) Z，Q，R，Cは，数の加法と乗法を演算に，可換環をなす。

(2) 整数n ≥ 1に対し，n次の実正方行列全体のなす集合をMn(R)によって表すと，集合Mn(R)

は行列の和と積を演算に環をなす。n ≥ 2のときは交換法則が成り立たないので，Mn(R)は

可換環ではない。

証明. (2)例えばn = 2のときを考え，a =

(
0 1

0 0

)
, b =

(
1 0

0 0

)
とすればab =

(
0 0

0 0

)
, ba =

(
0 1

0 0

)
= aであるから，ab 6= baであり，積に関する交換法則は成り立たない。

環R内では，a− b = a + (−b)によって，減法を定める。従って a− a = 0, 0− a = −aで

ある。

補題 5.10. Rは環とし，a, b ∈ Rとすれば，等式

(a + b)− b = a, (a− b) + b = a

が成り立つ。

証明. (a+ b)− b = (a+ b)+ (−b) = a+[b+(−b)] = a+0 = a，(a− b)+ b = [a+(−b)]+ b =

a + [(−b) + b] = a + 0 = aである。

系 5.11 (移項の原理). Rは環とし，a, b, c ∈ Rとする。次の条件は同値である。

(1) a = b + c

(2) a− c = b

特に，a = bであることと，a− b = 0とは同値である。

証明. 補題 5.10による。

命題 5.12 (環演算の基本的性質). Rは環とする。

(1) −0 = 0である。

(2) a ∈ Rとせよ。a + a = aなら a = 0である。
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(3) a, b ∈ Rについて，a + b = 0なら，等式 a = −b, b = −aが成り立つ。故に，任意の

a ∈ Rに対し，−(−a) = aである。

(4) 任意の a, b, c ∈ Rに対し次の等式が成り立つ。

(4.1) a0 = 0a = 0

(4.2) (−a)b = a(−b) = −ab

(4.3) −a = (−1)a，(−a)(−b) = ab

(4.4) a(b− c) = ab− ac，(a− b)c = ac− bc

証明. (1) 0 + 0 = 0による。

(2) a + a = aなら，a = (a + a)− a = a− a = 0である。

(3) a + b = 0なら，a = (a + b)− b = 0− b = −bである。b + a = 0でもあるから b = −a

が成り立つ。(−a) + a = 0であるから，−(−a) = aである。

(4.1) 0 + 0 = 0であるから a(0 + 0) = a0である。故に a0 + a0 = a0であるから，a0 = 0

が得られる。同様に，(0 + 0)a = 0aであるので，0a = 0が得られる。

(4.2) b + (−b) = 0であるから，両辺に aを掛ければ，左辺は a[b + (−b)] = ab + a(−b)，右

辺は a0 = 0となる。故に，a(−b) + ab = 0であるから，a(−b) = −abである。0b = 0であ

るので，[a + (−a)]b = ab + (−a)bを使えば，(−a)b = −abが得られる。

(4.4) a(b − c) = a[b + (−c)] = ab + a(−c) = ab + (−ac) = ab − acである。同様に，

(a− b)c = [a + (−b)]c = ac + (−b)c = ac + (−bc) = ac− bcとなる。

従って，環R内で等式 1 = 0が成り立てば，如何なる元 a ∈ Rに対しても a = a1 = a0 = 0

となり，R = {0}を得る。このような環を零環と呼ぶ。

問題 5.13. R = Z×Qとする。集合Rは，次の加法と乗法を演算に，可換環をなすことを

確かめなさい。

(a, x) + (b, y) = (a + b, x + y), (a, x)(b, y) = (ab, ay + bx)

この環Rの中では，任意の x, y ∈ Qについて等式 (0, x)(0, y) = 0が成り立つ。

証明. 定義を満たすことをしっかり確かめる。この環の中では，1 = (1, 0)，0 = (0, 0)であ

る。
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5.3 環の準同型写像と部分環

定義 5.14. Sは環とする。集合Rは次の条件を満たすとき，Sの部分環であるという。

(1) 1S ∈ R ⊆ Sである。

(2) 任意の x, y ∈ Rに対して，x + y, xy,−x ∈ Rである。

問題 5.15. Rが環 Sの部分環であれば，Rは環 Sの和と積を演算に環となる（Sが可換な

らRも可換である）ことを確かめなさい。

問題 5.16. C内で Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z}，Q[ω] = {a + bw | a, b ∈ Q} (w = −1+
√

3i
2

)とお

けば，Z[i]とQ[ω]は環Cの部分環であることを確かめなさい。

以下R,Sは環とする。

定義 5.17. 写像 f : R → Sは次の 2条件を満たすとき，環の準同型写像であるという。

(1) 環Rの任意の 2元 a, bに対し，等式 f(a + b) = f(a) + f(b)，f(ab) = f(a)f(b)が成り

立つ。

(2) f(1) = 1．

問題 5.18. 例 5.13で，f : R → Zを f(a, x) = a，g : Z → Rを g(a) = (a, 0)と定めれば，

f, gは環の準同型写像であって，fg = 1Zとなることを確かめなさい。

命題 5.19. f : R → Sが環の準同型写像なら，任意の 2元 a, b ∈ Rに対し，等式 f(−a) =

−f(a)，f(a− b) = f(a)− f(b)と，f(0) = 0が成り立つ。故に，準同型写像 f の像

f(R) = {f(a) | a ∈ R}

は，環 Sの部分環である。

証明. 0 + 0 = 0であるから，f(0 + 0) = f(0)が成り立ち，故に f(0) + f(0) = f(0)である。

従って f(0) = 0である。f(a) + f(−a) = f(a + (−a)) = f(a + (−a)) = f(0) = 0であるから，

f(−a) = −f(a)である。故に f(a − b) = f(a + (−b)) = f(a) + f(−b) = f(a) + [−f(b)] =

f(a)− f(b)が得られる。

問題 5.20. 次の主張が正しいことを確かめなさい。
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(1) 写像 f : C→ C，f(a + bi) = a− bi (a, b ∈ R, i =
√−1)は，環の準同型写像であって，全

単射である。

(2) Rから環M2(R)への写像 gを

g(a) =

(
a 0

0 a

)

と定めると，写像 gは環の準同型写像となる。この写像 gは単射であるが，全射ではない。

問題 5.21. 環準同型写像 f : R → Sが全単射なら，逆写像 f−1 : S → Rも環の準同型写像

であることを確かめなさい。

証明. x, y ∈ S を取り，x = f(a), y = f(b) (a, b ∈ R)と表せば，x + y = f(a) + f(b) =

f(a + b), xy = f(a)f(b) = f(ab)が成り立つ。故に，f−1(x + y) = a + b = f−1(x) +

f−1(y), f−1(xy) = ab = f−1(x)f−1(y)である。f(1) = 1であるから，f−1(1) = 1が成り立

つ。

定義 5.22. 環の準同型写像 f : R → Sに対し，Ker f = f−1({0}) (= {a ∈ R | f(a) = 0})と
定め，これを f の核と呼ぶ。集合Ker f は次の性質を持つ。

(1) 0 ∈ Ker f

(2) x, y ∈ Ker f，a ∈ Rならば，x + y, ax, xa ∈ Ker f である。

証明. f(0) = 0であるから，0 ∈ Ker f となる。x, y ∈ Ker f，a ∈ Rならば，f(x + y) =

f(x) + f(y) = 0 + 0 = 0, f(ax) = f(a)f(x) = f(a)·0 = 0，f(xa) = f(x)f(a) = 0·f(a) = 0

である。故に x + y, ax, xa ∈ Ker f となる。

命題 5.23. 環の準同型写像 f : R → Sが単射であるための必要十分条件は，等式Ker f = {0}
が成り立つことである。

証明. f は単射とする。a ∈ Ker f なら f(a) = 0 = f(0)であるから，a = 0が従う。故に

Ker f = {0}である。Ker f = {0}とせよ。a, b ∈ Rが f(a) = f(b)を満たすなら，f(a− b) =

f(a)− f(b) = f(b)− f(b) = 0であるから，a− b ∈ Ker f = {0}である。故に a− b = 0であ

るので，等式 a = bが従う。即ち写像 f は単射である。
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5.4 イデアルと剰余類環

Rは環とする。

定義 5.24. 環Rの空でない部分集合 Iは，次の条件

a ∈ R, x, y ∈ Iなら，x + y, ax, xa ∈ I

を満たすとき，イデアルであるという。Rが可換環のときは

a ∈ R, x, y ∈ Iなら，x + y, ax ∈ I

と同値である。

例えば，集合 {0}とR自身は，環Rのイデアルである。

補題 5.25. I が環 Rのイデアルであれば，必ず 0 ∈ I であって，任意の x, y ∈ I に対し

−y, x− y ∈ Iとなる。

証明. z ∈ Iを取れば，必ず 0 = 0z ∈ Iである。x, y ∈ Iなら，−y = (−1)y ∈ Iであるから，

x− y = x + (−y) ∈ Iとなる。

問題 5.26. 次の主張を証明しなさい。

(1) I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ Ii ⊆ · · · をRのイデアルの列（このような列をイデアルの昇鎖という）

とすれば，和集合
⋃

i≥1 Iiもイデアルである。

(2) I, JをRのイデアルとし，I + J = {a + b | a ∈ I, b ∈ J}とおく。I + J, I ∩ Jはイデア

ルであって，I ⊆ I + J, J ⊆ I + J となる。（I + J を Iと J の和という。）

(3) Rのイデアル I, J に対して，

IJ = {a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn | n ≥ 1, ai ∈ I, bi ∈ J}

とおくと，IJ はイデアルであって，IJ ⊆ I ∩ J となる。（IJ を Iと J の積という。）

問題 5.27. Rは可換環とする。a1, a2, · · · , an ∈ Rを取って，I = {x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan |
xi ∈ R}とおく。次の主張が正しいことを証明しなさい。

(1) 任意の 1 ≤ i ≤ nについて，ai ∈ Iである。
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(2) IはRのイデアルである。

この I を a1, a2, · · · , an で生成されたイデアルといい，(a1, a2, · · · , an)で表す。特に，一元

a ∈ Rで生成されたイデアル (a)を，単項イデアルという。

補題 5.28. イデアルについては，I = Rであることと 1 ∈ Iとは同値である。

証明. 1 ∈ I なら，任意の x ∈ Rについて x = x1 ∈ I であるから，等式 I = Rが得られ

る。

問題 5.29. 自然数 n ≥ 1を取り，Mn(R)によって，n次の実正方行列の全体がなす環を表

す。（環Mn(R)における和と積は，行列の和と積である。）このとき，環Mn(R)のイデアル

は，Mn(R)と {0}だけであることを証明しなさい。

定理 5.30. Iは環Rのイデアルとする。

(1) ∼= {(a, b) ∈ R×R | a− b ∈ I}とおけば，∼は集合R上の同値関係である。

(2) 元 a ∈ Rに対し，aによって，元 aを含む同値類C(a) = {x ∈ R | x ∼ a}を表すと，等式

a = {a + i | i ∈ I}

が成り立つ。

(3) 加法と乗法を次のように定めることによって，商集合 R/I = {a | a ∈ R}は，環となる
（Rが可換なら，環R/Iも可換である）。

a + b = a + b, ab = ab

環R/Iを IによるRの剰余類環という。

(4) 環R/Iが零環であるための必要十分条件は，1 ∈ I，即ち I = Rである。

(5) 自然な全射 f : R → R/I, f(a) = aは環の準同型写像であって，等式 I = Ker f が成り

立つ。

証明. (1) a− a = 0 ∈ Iである。a− b ∈ Iなら b− a = −(a− b) ∈ Iである。 a− b, b− c ∈ I

なら，a− c = (a− b) + (a− c) ∈ Iである。

(2) x ∼ aなら，x− a ∈ Iであるから，n = x− aとおけば，n ∈ Iであって等式 x = a + n

が得られる。逆に n ∈ Iを取り x = a + nとおけば，x− a = n ∈ Iより，x ∼ aが成り立つ。

故に a = {a + n | n ∈ I}である。
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(3) a = a1, b = b1ならば，a = a1 + x, b = b1 + y (x, y ∈ I)と表されるので，a + b =

(a1 +b1)+(x+y), ab = a1b1 +(a1y+xb1 +xy)である。x+y, a1y+xb1 +xy ∈ Iであるから，

a+ b ∼ a1 + b1, ab ∼ a1b1となり，等式 a + b = a1 + b1, ab = a1b1が成り立つ。即ち，この加

法と乗法は，well-definedであることが確かめられる。商集合R/Iが環になる（Rが可換なら，

環R/Iも可換である）ことは，忠実に定義を検証することによる。0 = 0, − a = −a, 1 = 1

である。

(4) 1 = 0であることと 1 ∈ Iは同値である。

(5) a = 0と a = a− 0 ∈ Iとは同値である。故にKer f = Iである。

問題 5.31. (7) = {7n | n ∈ Z}とおくと，(7)は環 Zのイデアルとなる。定理 5.29のように

して，集合 Z/(7) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}が可換環をなすことを，もう一度確かめなさい。

5.5 環の同型定理

定理 5.32 (環の準同型定理). R,Sは環とする。f : R → Sは環の準同型写像とし，I は環

Rのイデアルとする。h : R → R/Iは自然な環準同型写像 h(a) = a (a ∈ R)とせよ。このと

き，I ⊆ Ker f ならば，等式 f = ghを満たす環の準同型写像 g : R/I → Sが唯一つ定まる。

証明. 写像 g : R/I → S を g(a) = f(a)で定める。この写像 gは well-definedである。実

際，2元 a, b ∈ Rが等式 a = bを満たすなら，a − b ∈ I である。I ⊆ Ker f であるから，

f(a) − f(b) = f(a − b) = 0となり，f(a) = f(b)が得られる。この gが環準同型写像であっ

て f = ghを満たすことを確かめるのは，きわめて容易である。写像 gの一意性は，hの全射

性に従う。

系 5.33. R,Sは環とする。f : R → Sは環の準同型写像で全射であると仮定し，I = Ker f

とおく。h : R → R/Iは自然な環準同写像 h(a) = a (a ∈ R)とする。このとき，定理 5.32に

よって得られた環準同型写像 g : R/I → Sは，全単射（即ちR/I ∼= S）である。

証明. fが全射だから，gも全射である。g(a) = f(a) = 0ならば，I = Ker fであるから a ∈ I

となり，a = 0が得られる。故にKer g = {0}であって，gは単射である。

5.6 整域と体

Rは環とする。
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定義 5.34. 元 a ∈ Rに対し，等式 ax = xa = 1を満たす x ∈ Rが存在するとき，a ∈ Rは環

Rの単元であるという。

問題 5.35. 定義 5.34における x ∈ Rは，元 a ∈ Rに対し，環R内で一意的に定まることを

確かめなさい。(これを aの逆元と呼び，x = a−1と表す。)

問題 5.36. 次の主張が正しいことを確かめなさい。

(1) 1 ∈ Rは単元であって，1−1 = 1が成り立つ。

(2) a, bが単元なら，abも単元であって，等式 (ab)−1 = b−1a−1が成り立つ。

(3) U(R) = {a ∈ R | aは環Rの単元である }とおくと，集合U(R)は，環Rの積を演算に群

をなす。U(R)を環Rの単元群という。

U(Mn(R))をGLn(R)と書く。

問題 5.37. Iを環Rのイデアルとする。I = Rであるための必要十分条件は，Iが環Rの単

元を少なくとも一つ含むことである。確かめなさい。

さて，以下Rは可換環で，1 6= 0なるものとする。

定義 5.38. a ∈ Rに対し，写像 â : R → Rを â(x) = axによって定める。

問題 5.39. a ∈ Rについて次の条件は同値であることを確かめなさい。

(1) aは環Rの単元である。

(2) 写像 âは全射である。

(3) 写像 âは全単射である。

定義 5.40. x ∈ Rについて，ax = 0ならば必ず x = 0となるとき，元 aは環Rの非零因子

であるという。

単元は必ず非零因子である。

問題 5.41. a ∈ Rとする。次の条件は同値であることを確かめなさい。

(1) aはRの非零因子である。

(2) 写像 âは単射である。
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定義 5.42. 任意の元 0 6= a ∈ Rが非零因子であるとき，環Rを整域という。

Z,Q,R,Cは整域である。2·3 = 6 = 0であるが，2, 3 6= 0であるから，剰余類環 Z/(6)は

整域ではない。

問題 5.43. 例 5.13の環Rは整域でないことを確かめなさい。

定義 5.44. 零環でない可換環Kで，0でない全ての元が単元であるとき，Kを体という。

Q,R,Cは体である。

問題 5.45. K1 = {a + b
√

2 | a, b ∈ Q}, K2 = {a + bi | a, b ∈ Q}とおけば，集合K1, K2は，

数の和と積を演算に，体をなすことを確かめなさい。

問題 5.46. 可換環Rが体をなすための必要十分条件は，RのイデアルがRと {0}に限るこ
とである。証明しなさい。

問題 5.47. 次の主張が正しいことを証明しなさい。

(1) 体は整域である。

(2) 有限環の非零因子は単元に限る。

(3) 有限整域は体をなす。

Kは体とする。2元 a, b ∈ K (a 6= 0)に対し，方程式 ax = bは唯一つの解 x = a−1·bを持
つ。これを

b

a
と書くことにすれば，

1

a
= a−1であり，次の主張が正しい。

命題 5.48. Kは体であって，a, b, c, d ∈ K ( a, c 6= 0)とすると，次の等式が成り立つ。

(1)
b

a
+

d

c
=

bc + ad

ac
,

b

a
·d
c

=
bd

ac

(2)
cb

ca
=

b

a

(3) − b

a
=
−b

a
=

b

−a
,

0

a
= 0,

b

a
− d

c
=

bc− ad

ac

(4)
b

1
= b

証明. (ac)

(
b

a
+

d

c

)
= (ac)

b

a
+ (ac)

d

c
= bc + adより，等式 (1)が従う。残りも同様であ

る。
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問題 5.49. (1) a ≥ 2は整数とする。n ∈ Zについて，n ∈ Z/(a)が環 Z/(a)の単元な

ら，GCD(a, n) = 1であることを証明しなさい。但しGCD(a, n)は a, nの最大公約数

を表す。

(2) 整数 p ≥ 2が素数なら，剰余類環 Z/(p)は体をなすことを確かめなさい。

(3) 体 Z/(2)と体 Z/(11)内で，次の計算を実行しなさい。

3

2
+

7

6
,

5

4
·10

7
,

6

7
− 4

5

5.7 極大イデアルと素イデアル

Rは可換環で，1 6= 0なるものとする。

定義 5.50. P は環Rのイデアルとする。次の条件を満たすとき，P は環Rの素イデアルで

あるという。

(1) P ( Rである。

(2) a, b ∈ Rのとき，ab ∈ P ならば，a ∈ P であるかまたは b ∈ P が成り立つ。

問題 5.51. P は環Rの素イデアルとする。I, J がRのイデアルで IJ ⊆ P ならば，I ⊆ P

であるか J ⊆ P が成り立つ。証明しなさい。

定理 5.52. P は環Rのイデアルであって，P ( Rなるものと仮定せよ。このとき，P が環

Rの素イデアルであるための必要十分条件は，剰余類環R/P が整域となることである。

証明. R/P は整域とする。ab ∈ P ならば，環R/P 内では ab = ab = 0であるから，a = 0か

b = 0となる。従って a ∈ P か b ∈ P が成り立つ。故にP は環Rの素イデアルである。逆に，

P が環Rの素イデアルであれば，環R/P が整域となることが同様にして確かめられる。

定義 5.53. Mは環Rのイデアルとする。次の条件を満たすとき，Mは環Rの極大イデアル

であるという。

(1) M ( Rである。

(2) I を環Rのイデアルで，M ⊆ I ⊆ Rなるものとすれば，M = I かまたは I = Rが成

り立つ。
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定理 5.54. M は環Rのイデアルであって，M ( Rなるものと仮定せよ。このとき，M が

環Rの極大イデアルであるための必要十分条件は，剰余類環R/M が体をなすことである。

証明. R/Mは体であると仮定する。イデアル IはM ( Iなるものとする。元 a ∈ Iを a 6∈ M

と取ろう。すると，体R/M 内では a 6= 0であるから，ある x ∈ Rがあって等式 x·a = 1が

成り立つ。1 − ax ∈ M ⊆ I であって a ∈ Iであるから，1 ∈ I となり，等式 I = Rが従う。

故にイデアルM は環Rの極大イデアルである。

逆に，イデアルMは環Rの極大イデアルであると仮定しよう。a ∈ Rは環R/M内で a 6= 0

なるものとする。このとき，I := (a) + M = {ax + y | x ∈ R, y ∈ M}は，環Rのイデアル

であって，a ∈ I，M ⊆ I となる。a 6∈ M であるから，M ( I である。故に，等式 I = R

が成り立ち，1 = ax + yとなる x ∈ Rと y ∈ M が存在することがわかる。よって，環R/M

内では，1 = a·x + y = a·xが成り立ち，元 aは環R/M の単元である。故にR/M は体であ

る。

系 5.55. M が環Rの極大イデアルなら，M は素イデアルである。

証明. 体は整域だからである。

零環でない可換環は，少なくとも一つ極大イデアルを含むことが知られている（定理6.13）。

5.8 整数環Zの基本的性質

補題 5.56 (Euclid). n > 0,mを整数とすれば，等式m = nq + r (0 ≤ r < n)が成り立つよ

うな整数の組 (q, r)が唯一つ存在する。

証明. 組 (q, r)としては，q = max{x ∈ Z|xn ≤ m}，r = m − nqを取ればよい。一意性を確

かめよう。2つの組 (q, r), (q′, r′)がどちらも整数 n > 0,mに対し定理に述べられた条件を満

たすなら，n(q − q′) = r′ − rである。|r′ − r| < nであるから，r′ = rとなり，q = q′が従

う。

環 Zのイデアルはすべて単項である。即ち，次の主張が正しい。

定理 5.57. 環 Zのイデアル Iは，必ずある整数 a ≥ 0によって，I = (a)と表される（但し

(a) = {ax | x ∈ Z}である）。このような整数 a ≥ 0は，イデアル Iに対し一意的に定まる。
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証明. I 6= (0)としてよいであろう。イデアル Iは少なくとも一つ正整数 cを含むので，a =

min{c ∈ I|c > 0}とおき，等式 I = (a)が成立することを示そう。a ∈ Iより，(a) ⊆ Iを得

る。元 x ∈ Iをとり，x = aq + c，0 ≤ c < aと表すと，c = x− aq ∈ Iとなる。正整数 aの

最小性から c = 0が従い，x = aq ∈ (a)が得られる。故に I = (a)である。

問題 5.58. 次の等式を満たす整数 d, ` ≥ 0を求めなさい。

(1) (3) + (7) = (d), (3) ∩ (7) = (`)

(2) (6) + (8) + (12) = (d), (6) ∩ (8) ∩ (12) = (`)

系 5.59. (1) I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ Ii ⊆ · · · を環Zのイデアルの昇鎖とすれば，整数 k ≥ 1を選び，

全ての整数 i ≥ kについて等式 Ik = Iiが成り立つようにできる。

(2) 環Zのイデアル全体のなす集合をSとすれば，Sの如何なる空でない部分集合 Sも，少
なくとも一つ包含関係に関する極大元，(即ち，M ∈ SであってしかもM ( I となるよう

な I ∈ Sは存在しないようなM)を含む。

証明. (1) I =
⋃

i≥1 Iiとおけば，I は環 Zのイデアルである。等式 I = (a)が成り立つよう

0 ≤ a ∈ Iをとり，a ∈ Ikとなるよう整数 k ≥ 1を選ぶ。i ≥ kとすれば，I = (a) ⊆ Iiであっ

て Ii ⊆
⋃

i≥1 Ii = Iあるので，等式 Ii = Iが従う。

(2) 集合Sが極大元を含まないならば，如何なる元 I ∈ Sに対しても，I ( Jとなる J ∈ S
が存在するので，イデアルの昇鎖 I1 ( I2 ( · · · ( Ii ( · · · を作ることができるが，これは系
5.59により不可能である。

定義 5.60. 環 Zの極大イデアル全体から成る集合をMax Zで表す。

系 5.59(2)より，Iが環Zのイデアルで I 6= Zならば，Iを含むような極大イデアルが少な

くとも一つは存在する。故にMax Z 6= ∅である

定義 5.61. 整数 pに対し，環Zのイデアル (p)が極大イデアルであるとき，pは素数である

という。

環 Zの極大イデアルM に対し，等式M = (p)が成り立つ整数 pを取れば，定義により p

は素数であって，必ず p 6= 0,±1が成り立つ。

くどくなるが，定理 5.52を再録しておく。
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定理 5.62. Iを環 Zのイデアルとしたとき，剰余環 Z/Iが体であるための必要十分条件は，

I ∈ Max Zである。

証明. M ∈ Max Zとせよ。剰余環Z/Mの元α 6= 0を取り，α = a (a ∈ Z)と表すと，a 6∈ M

であって，イデアル J := (a) + M = {ax + y | x ∈ Z, y ∈ M} は，a ∈ J であるから，包含

関係M ( Jを満たす。M は極大イデアルであるので，等式 J = Zが従う。1 = ax + yが成

立するよう x ∈ Zと y ∈ M を選べば，Z/M 内では 1 = ax + y = a·xが成り立ち，α = aは

Z/M の単元であることがわかる。逆に，I を環 Zのイデアルとし，剰余環 Z/I が体である

と仮定すると，I 6= Zであるから，I ⊆ M となるM ∈ Max Zが存在する。I = M であるこ

とを確かめよう。I ( M と仮定し，I に含まれないようなM の元 aを取り，α = aとおく

と，αは体Z/Iの単元であるから，1− ax ∈ Iとなるような x ∈ Zが存在する。即ち，等式
1 = ax + iを成り立たせるような i ∈ Iが存在するが，a ∈ M であって I ⊆ M であるから，

1 = ax + i ∈ M となり，不可能な等式M = Zが得られる。故に I = M であり，I ∈ Max Z

である。

整数 a, bについて，bが aの倍数であること，即ち b ∈ (a)であることを，a|bと書く。

系 5.63. pを素数とし a, bを整数とすれば，次の主張が正しい。

(1) p|abならば，p|aであるか又は p|bが成り立つ。

(2) a|pならば，a = ±1であるか又は a = ±pが成り立つ。

証明. ab ∈ (p)であると仮定せよ。体 Z/(p)内では ab = 0であって，体は整域であるから，

a = 0であるか又は b = 0が成り立つ。即ち，a ∈ (p)であるか又は b ∈ (p)である。p ∈ (a)

ならば，(p)は環 Zの極大イデアルであるから，等式 (a) = (p)が成り立つか，又は (a) = Z

が成り立つ。即ち a = ±pであるかまたは a = ±1である。

系 5.64. a ≥ 1は整数とする。次の条件は同値である。

(1) aは素数である。

(2) a ≥ 2であって，aは既約である（即ち，整数 d ≥ 1が d|aを満たすなら必ず d = 1で

あるか又は d = aが成り立つ）。
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証明. (2)⇒(1)のみで十分であろう。I = (a)とすれば，I 6= Zであるので，I ⊆ M となる

M ∈ Max Zを取ることができ，等式M = (p)をみたす整数 p ≥ 2が得られる。p|aである
ので，仮定 (2)より a = pが従い，aは素数であることがわかる。

定理 5.65. a ≥ 2が整数なら，素数 p1, p2, · · · , pn (pi ≥ 2)を選んで，等式 a = p1p2 · · · pn が

成り立つようにできる。素因数分解 a = p1p2 · · · pnは，順序の違いを除いて，整数 aに対し

一意的に定まる。

証明. 定理のようには表せない整数 a ≥ 2が存在したと仮定する。この時，S = {(x)|2 ≤
x ∈ Zであって xは素数分解を持たない }と定めると，S 6= ∅であるから，集合 Sには包含
関係に関する極大元 I = (b) (b ≥ 2)が存在する。I 6= Zであるから，Iはある極大イデアル

M = (p) (p ≥ 2)に含まれる。b ∈ (p)であるから，整数 c ≥ 2を b = pcが成り立つようと

り，J = (c)とおけば，I ( J となる。イデアル I は集合 S 内で極大であるので，J 6∈ S で
あり，故に，整数 cは素因数分解を持ち，b = pcも素因数分解を持つことが従うが，これは

不可能である。次に，a = p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm (pi, qj ≥ 2，素数)とせよ。n = 1ならば，

p1 = q1q2 · · · qmであって，p1は素数で，従って既約であるからm = 1が従う。n > 1とし，

n − 1以下では一意性が正しいと仮定する。すると，q1q2 · · · qm ∈ (p1)より，ある素数 qiに

ついて，qi ∈ (p1)，即ち p1 = qiが成り立つ。並べ替えて p1 = q1と仮定してよい。すると，

p2 · · · pn = q2q3 · · · qmであるので，帰納法の仮定より，n = mと pi = qi (2 ≤ i ≤ n)とが従

う。

系 5.66. 素数の個数は無限である。

証明. 素数が有限個{±p1,±p2, · · · ,±pn} (pi ≥ 2)しか存在しないと仮定し，a = p1p2 · · · pn+

1とおくと，a ≥ 2であるから，定理 1.15によって，p|aとなる素数 p ≥ 2が存在する。勿論

この pは，pi (1 ≤ i ≤ n)のどれかであるから，p = p1とすれば，p1|a = p1p2 · · · pn + 1より，

p1|1となる。これは不可能である。

さて，整数 a1, a2, · · · , anを取り，I =: (a1, a2, · · · , an) = {
n∑

i=1

xiai | xi ∈ Z}とおく。集合
IはZのイデアルである。整数 d ≥ 0を等式 I = (d)が成り立つよう取れば，ai ∈ I = (d)で

あるから，d|aiが全ての 1 ≤ i ≤ nに対して成り立つ。一方，d ∈ Iであるから，d =
n∑

i=1

xiai

(xi ∈ Z)と表すことができる。故に，整数 e ∈ Zが全ての 1 ≤ i ≤ nに対し e|aiならば，e|d
が成り立つことがわかる。即ち dは a1, a2, · · · , anの最大公約数である。故に，a1, a2, . . . , an
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の最大公約数を dとすれば，等式 (d) = {
n∑

i=1

xiai|xi ∈ Z}が成り立つ。以上の議論をまとめ
て，次の定理が得られる。

定理 5.67. d = GCD(a1, a2, . . . , an)とおくと，整数{xi}1≤i≤nが存在して，等式d =
∑n

i=1 aixi

が成り立つ。

問題 5.68. a1, a2, . . . , an ∈ Zに対し，0 ≤ ` ∈ Zを等式⋂n
I=1(ai) = (`)が成り立つように取

ると，`は a1, a2, . . . , anの最小公倍数であることを確かめなさい。

系 5.69. a, bを整数とすれば，a, bの最大公約数が 1であるための必要十分条件は，等式

1 = ax + byが成り立つような x, y ∈ Zが存在することである。

系 5.70. a, b，cは整数とせよ。a, bの最大公約数が 1であってかつ a|bcならば，a|cである。

証明. bc = adとし，x, y ∈ Zをとって1 = ax+byと表すと，等式 c = acx+bcy = acx+ady =

a(cx + dy)が得られ，a|cが従う。

6 埋め込みの原理とZornの補題

6.1 埋め込みの原理

次の補題は，正しいことを認めて使う。

補題 6.1. 空でない二つの集合X，Y に対し，Y ∩ Z = ∅であるような空でない集合Zと全

単射 ϕ : X → Zの組 (Z, ϕ)が少なくとも一つは存在する。

補題 6.2. Rは環とする。 Xは空でない集合で，全単射 f : R → Xが与えられていると仮

定せよ。集合X上に和と積を

a + b := f
(
f−1(a) + f−1(b)

)
, ab := f(f−1(a)f−1(b))

で定めると，Xはこの和と積によって環となる。このとき，fは環の同型写像であるので, R

が可換 (体，あるいは，整域 )ならばXも可換 (体，あるいは，整域 )となる。

問題 6.3. 補題 6.2を証明しなさい。
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定理 6.4 (埋め込みの原理). 写像 f : A → Bは環の準同型写像であって，単射と仮定する。

このとき，次の条件を満たすような環 C と環の同型写像の組 (C, g)が少なくとも一つ存在

する。

(1) Aは環Cの部分環である。

(2) i : A ↪→ Cによって自然な埋め込みを表す時，等式 i = gf が成り立つ。

従って，Bが体であれば，CはAを部分環として含む体である。

証明. B = f(A)なら，C = Aと取ればよいので，B 6= f(A)と仮定する。空でない集合X

でX ∩A = ∅であるようなものと全単射 ϕ : B \ f(A) → Xをとる。組 (X,ϕ)を用いて，集

合Cと写像 g : B → Cを下の様に定義しよう。C = X ∪Aとおき, 写像 g : B → Cを次のよ

うに定める。元 b ∈ Bについて，もし b ∈ f(A)ならば，b = f(a)となる a ∈ Aが唯一つ存

在するから，g(b) = aと定める。もし b 6∈ f(A)なら，g(b) = ϕ(b)とおく。写像 gは全単射

であるから，集合Cは環Bの和と積によって定まる環構造を持つ。i = gf であるから，環

Aは環Cの部分環である。

6.2 Zornの補題

Xは空ではない集合とする。集合X上の関係≤が次の 3条件を満たすとき，この関係を

集合X上の順序と言い，順序関係が一つ指定されているとき，集合Xは順序集合であると

いう。

(1) 任意の元 x ∈ Xに対し，x ≤ xである。

(2) x, y ∈ Xについて，x ≤ yであってかつ y ≤ xなら，x = yである。

(3) x, y, z ∈ Xについて，x ≤ yかつ y ≤ zならば，x ≤ zである。

例えば, 環Rのイデアル全体からなる集合をX とすると, 包含関係⊆は，集合X 上の順序

である。

集合Xは順序集合とする。

定義 6.5. 集合Xの空でない部分集合 Cが鎖であるとは，Cの任意の 2元 a, bに対して a ≤ b

または b ≤ aが成り立つことをいう。
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定義 6.6. Xの空でない部分集合 SがX内で上に有界であるとは，ある元 a ∈ Xが存在し

て，任意の元 x ∈ Sに対し x ≤ aが成り立つことをいう。

定義 6.7. X の元 aが集合X 内で極大であるとは，b ∈ X について，a ≤ bならば a = bが

成り立つことをいう。

極大イデアルの定義を言い直しておくと，下記のようになる。

定義 6.8. Rは可換環，M は Rのイデアルとする。M が環 Rの極大イデアルであるとは，

M 6= Rであって，かつイデアルM がこの性質を持つイデアルの中で，包含関係に関して極

大であることをいう。環Rの極大イデアル全体のなす集合をMax Rで表す。

補題 6.9 (Zornの補題). 空でない順序集合X内で全ての鎖が上に有界であれば，集合Xは

少なくとも一つの極大元を含む。

定義 6.10. 順序集合Xは次の条件を満たすとき，整列集合であるという。集合Xの任意の

空でない部分集合Y は，少なくとも一つの極小元 a ∈ Y（即ち，y ≤ aであるような元 y ∈ Y

は y = aに限るような a ∈ Y）を含む。

定理 6.11 (整列定理). 集合Xが空でないならば，X上に順序を定めて，整列集合にするこ

とができる。

補題 6.12 (選択公理，Axiom of choice). 空でない集合 Iを添字集合とする，空でない集合

のいかなる族 {Xi}i∈I に対しても，直積集合
∏

i∈I Xiは空でない。

以上 3つの主張（Zornの補題，整列定理，選択公理）は，互いに同値であることが知られ

ている。 大学院進学を目指す学生には，折を見て同値性の証明を追体験することを薦める。

以下，Zornの補題を受け入れて，自由に使う。

6.3 極大イデアルの存在

Zornの補題の代表的な使用例を 1つ述べよう。Rは可換環で 1 6= 0なるものとする。

定理 6.13. Iを環Rのイデアルで I 6= Rなるものとすれば，環R内には，I ⊆ M となるよ

うな極大イデアルM が，少なくとも一つは含まれている。故にMax R 6= ∅である。
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証明. X = {J | JはRのイデアルで J 6= R}とおく。すると，I ∈ Xであるから，Xは空集

合ではない。以下，包含関係⊆によって，集合Xを順序集合とみなす。集合X内に任意の

鎖 Cを取り，K =
⋃

J∈C
J とおくと，部分集合Kは環RのイデアルであってK 6= Rとなる。

K ∈ Xであって，J ⊆ Kが全ての J ∈ Cに対して成り立つから，Zornの補題により，極大

元M ∈ Xが存在する。これが求める極大イデアルである。

この定理 6.13は Zornの補題と同値であることが知られている。

系 6.14. I 6= Rを環Rイデアルとすれば, I ⊆ P となる素イデアル P が存在する。

環Rの素イデアル全体のなす集合を Spec Rによって表す。

問題 6.15. X = Spec Rとおく。環Rのイデアル Iに対して，V(I) = {P ∈ Spec R | I ⊆ P}
と定める。集合Xは {V(I) | Iは環Rのイデアルである }を閉集合族として，位相空間とな
ることを確かめなさい。

7 局所化

7.1 積閉集合と局所化

以下Rは可換環で 1 6= 0なるものとする。Rの部分集合 Sは，次の条件を満たすとき，R

内の積閉集合であるという。

(1) 1 ∈ S ⊆ Rである。

(2) 0 6∈ Sである。

(3) 任意の s, t ∈ Sに対して，st ∈ Sである。

例 7.1. 次の集合 Sは，環R内の積閉集合である。

(1) S = {a ∈ R | aはRの非零因子である }

(2) べき零でない元 f ∈ Rを取って，S = {fn | n ≥ 0}とおく。

(3) 素イデアルの族 {Pi}i∈I を取って，S = R \ ⋃
i∈I

Piとおく。特に，P ∈ Spec Rを取り，

S = R \ P とおく。
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さて,環R内に積閉集合Sが与えられていると仮定し，X = S×Rとおく。2元 (s, a), (t, b) ∈
Xについて，ある元 u ∈ Sが存在して等式 u(sb− ta) = 0が成り立つとき，(s, a) ∼ (t, b)と

書く。

命題 7.2. 関係∼は, 集合X = S ×R上の同値関係である。

証明. (2) (s, a) ∼ (t, b)ならば, ある元 u ∈ Sに対して等式 u(ta− sb) = 0が成り立つ。従っ

て, 式 u(sb− ta) = 0である。

(3) (s, a) ∼ (t, b), (t, b) ∼ (u, c)とせよ。元 v, w ∈ Sを v(ta− sb) = 0, w(ub− tc) = 0とな

るように取る。(s, a) ∼ (u, c)には，vw ∈ Sを取ればよい。

商集合X/∼をS−1Rと書き,元 (s, a) ∈ Xに対し，(s, a)を含む同値類 (s, a)を，
a

s
で表す。

補題 7.3. a, b ∈ Rとする。次の主張が正しい。

(1)
a

s
=

b

t
である必要かつ十分条件は，等式 u(sb − ta) = 0を満たす元 u ∈ Sが存在する

ことである。

(2) 任意の元 t ∈ Sに対し，
a

s
=

ta

ts
が成り立つ。

(3) 任意の元 s, t ∈ Sに対し，
0

s
=

0

t
,

s

s
=

t

t
となる。

(4) 任意の 2元 s, t ∈に対し，sa

s
=

ta

t
が成り立つ。

定理 7.4. 集合 S−1Rは，次の和と積

a

s
+

b

t
=

ta + sb

st
,

a

s
·b
t

=
ab

st

を演算に可換環をなす。環 S−1Rを，環Rの Sによる局所化という。

問題 7.5. 上の定理を証明しなさい。

写像 f : R → S−1Rを f(a) =
a

1
と定める。f は環の準同型写像である。この写像 f を局所

化の自然な写像と呼ぶ。

補題 7.6. 次の主張が正しい。

(1) 全ての s ∈ Sについて，元 f(s)は S−1Rの単元である。
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(2) 環S−1Rのいかなる元xも，a ∈ Rと s ∈ S を適当に取ることによって，x = f(a)f(s)−1

という形に表すことができる。

(3) Ker f = {a ∈ R |ある s ∈ Sが存在して sa = 0となる }である。

命題 7.7. 環の射 g : R → Bが条件 g(S) ⊆ U(B)を満たすなら，等式 g = h·f を満たす環の
準同型写像 h : S−1R → Bが唯一つ定まる。(但し，U(B)は環Bの単元全体のなす集合で

ある。）

証明. x ∈ S−1Rを取り，x =
a

s
=

a′

s′
と表すと，ある元 u ∈ Sがあって等式 u(sa′ − s′a) = 0

が成り立ち，g(u)(g(s)g(a′)− g(s′)g(a)) = 0となる。 g(u) ∈ U(B)であるから，g(s)g(a′) =

g(s′)g(a)となり, 等式 g(a)g(s)−1 = g(a′)g(s′)−1が得られる。故に，写像 h : S−1R → Bを，

h(x) = g(a)g(s)−1と定めることができる。写像 hは環の準同型写像であって，任意の a ∈ R

に対して，h·f(a) = h
(a

1

)
= g(a)g(1)−1 = g(a)である。一意性の証明は省く。各自試み

よ。

7.2 全商環と商体

Rは可換環で，1 6= 0なるものとする。環Rの非零因子全体のなす集合を Sとする。この

とき，自然な写像 f : R → S−1R, f(a) =
a

1
は単射である。故に，埋め込みの原理によって，

環Qと環の同型 g : S−1R → Qの組 (Q, g)で，次の 2条件を満たすものが存在する。

(1) QはRを部分環として含む。

(2) g·f = iである。

但し，i : R → Qは埋め込みの写像である。このとき次の主張が正しい。

(3) 環Rの非零因子は全て環Qの単元である。

(4) 任意の元 x ∈ Qは，元 a ∈ Rと非零因子 s ∈ Rを適当に選んで，x = as−1 =
a

s
と表す

ことができる。

環QをRの全商環と呼び，Q(R)と書く。

以上の議論から次の定理が得られる。
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定理 7.8. 整域は体の部分環である。

証明. Rが整域なら，Q(R)は体である。

整域Rに対して，Q(R)を環Rの商体という。

例 7.9. 環 Zの商体Q(Z)は，通常Qで表され，体Qの元は有理数と呼ばれる。

8 多項式環

8.1 多項式環と代入原理

Rは可換環で，1 6= 0なるものとする。

定義 8.1. Sは環で，Rは Sの部分環とする。元X ∈ Sとする。a0, a1, · · · , an ∈ Rとすると

き，等式 a0 + a1X + · · ·+ anXn = 0が成立するようなものが必ず ai = 0 (0 ≤ i ≤ n)に限る

とき，元XはR上超越的であるという。XがR上超越的でないとき，XはR上代数的であ

るという。e, π ∈ RはQ上超越的であり，i =
√−1 ∈ CはR上代数的である。

示したいことは，次の定理である。

定理 8.2. Rを環とすれば, 次の条件を満たす組 (S,X)が少なくとも一つ存在する。

(1) Sは環で，Rは Sの部分環である。

(2) X ∈ Sであって, R上超越的である。

(3) 任意の元 f ∈ Sは, a0, a1, · · · , an ∈ Rを選んで，f = a0 + a1X + · · ·+ anXnと表すこ

とができる。

環 Sの元をR上Xに関する多項式という。Sの元 f に対し，(3)の表現は一意的である。

f 6= 0のとき，(3)の表現を an 6= 0となるよう選べば，整数 n ≥ 0は f に対して一意的に定

まる。この nを多項式 f = f(X)の次数と呼び，deg fで表す。環SをR上Xを不定元（「変

数」ということもないわけではない）に持つ多項式環と呼び，S = R[X]と表す。

定理の証明は後回しにして, 多項式環S = R[X]の性質を述べる。言葉の定義をしよう。加

法群Aの元の族 {ai}i∈I（但し，I 6= ∅とする）が与えられたとき

殆ど全ての i ∈ Iに対して ai = 0である
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とは，] {i ∈ I | ai 6= 0} < ∞であるとき，即ち集合 Iの次のような空でない有限部分集合 J

i ∈ I \ J なら，ai = 0である

が存在することをいう。このとき
∑
i∈I

ai =
∑
i∈J

ai

と定め , {ai}i∈I の和と呼ぶ。この定義は集合 J の取り方によらない。{bi}i∈I がAの元の族

で，殆ど全ての i ∈ Iに対して bi = 0ならば

−
∑
i∈I

ai =
∑
i∈I

(−ai),
∑
i∈I

ai +
∑
i∈I

bi =
∑
i∈I

(ai + bi)

が成り立つ。

定理 8.3 (代入原理). S = R[X]は多項式環とせよ。ψ : R → T は環の準同型写像とし, t ∈ T

とする。このとき，環準同型写像ϕ : S = R[X] → T で，任意の a ∈ Rに対してϕ(a) = ψ(a)

であって，かつ ϕ(X) = tとなるものが唯一つ存在する。元 f = f(X) ∈ Sに対し，ϕ(f)を

f(t)と書き，Xに tを代入したときの f の値という。

証明. I = {i ∈ Z | i ≥ 0}とおく。元 f = f(X) ∈ Sを f =
∑
i∈I

aiX
iと表す。但し，{ai}i∈I

は Rの元の族であって，殆ど全ての i ∈ I に対して ai = 0であるものとする。多項式環

S = R[X]の定義により，このような族 {ai}i∈I は，f に対し唯一通りに定まる。 写像 ϕを

ϕ(f) =
∑
i∈I

ψ(ai)t
iによって定めよう。f, g ∈ Sに対し，f =

∑
i∈I

aiX
i, g =

∑
i∈I

biX
iと表せば，

f +g =
∑

i∈I(ai+bi)X
iであるから，等式ϕ(f +g) =

∑
i∈I

ψ(ai+bi)t
i =

∑
i∈I

ψ(ai)t
i+

∑
i∈I

ψ(bi)t
i =

ϕ(f)+ϕ(g)が得られる。写像ϕの加法性から，f = aX i, g = bXjとして十分であるので，ϕ

が積を保つことが容易に従う。定義によりϕ(X) = tである。また，a ∈ Rならϕ(a) = ψ(a)

であるから，ϕ(1) = 1である。以上の議論より，一意性は明らかである。

系 8.4. S = R[X]，T = R[Y ]がどちらも多項式環なら，環の同型写像 ϕ : S → T で，

ϕ(X) = Y，ϕ|R = 1Rとなるものが一意的に定まる。（即ち，多項式環は，R-代数として，同

型の範囲で唯一つ定まる。）

多項式は，一般には関数でない。例えば，有限体 k = Z/(p) (pは素数)を取り, 体 k上の

多項式 f(X) =
∏

a∈k(X − a) ∈ k[X]を考えると，いかなる a ∈ kについても f(a) = 0であ

るが，f(X) 6= 0である。
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8.2 多項式環の構成

多項式環を構成しよう。C = {(a0, a1, a2, · · · ) | ai ∈ R}とおく。f, g ∈ C を取り，f =

(a0, a1, a2, · · · ), g = (b0, b1, b2, · · · )とし，C内で和と積を次の様に定める。

f + g = (a0 + b0, a1 + b1, · · · , an + bn, · · · ),
f ·g = (a0b0, a0b1 + a1b0, · · · ,

∑
i+j=n

aibj, · · · ).

すると，この和と積によって，C は可換環となる。(0 = (0, 0, · · · ), 1 = (1, 0, 0 · · · )，−f =

(−a0,−a1, · · · ,−an, · · · )である。）

T = {f ∈ C |殆ど全ての i ∈ Iに対して ai = 0}

とおくと,集合Tは環Cの部分環である。但し I = {i ∈ Z | i ≥ 0}である。Y = (0, 1, 0, 0, · · · )
とおく。写像 φ : R → T を φ(a) = (a, 0, 0, · · · )，a ∈ R によって定める。すると，任意の

i ∈ I に対して Y i = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · ) （1は第 i番目にのみ現れる）であって，任意の

f = (a0, a1, a2, · · · ) ∈ Cに対して等式 f =
∑

i∈I φ(ai)Y
iが成り立つ。写像 φは環の準同型写

像で単射であるから，埋め込みの原理により，Rを部分環として含むような環 Sと環の同型

ξ : C → Sを定めて，ξφ = i （i : R → Sは埋め込み）が成り立つようにできる。X = ξ(Y )

とおけば，多項式環 S = R[X]が得られる。

定義 8.5. n > 0は整数とし, I = {(α1, α2, · · · , αn) | 0 ≤ αi ∈ Z}とおく。環Rに対して, 次

の条件を満たす組 (S, {Xi}1≤i≤n) が，少なくとも一つ存在する。

(1) Sは環で, Rを部分環として含む。

(2) 任意の f ∈ Sは，殆ど全てのα ∈ Iに対して aα = 0であるような，Rの元の族 {aα}α∈I

を用いて，f =
∑
α∈I

aαXαという形に表わすことができる。

(3) 各元 f ∈ Sに対して，(2)の表現は一意的である。

但し，α = (α1, α2, · · · , αn)に対して，Xα = Xα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n と定める。このような環 S

を，R上X1, X2, · · · , Xnを不定元とする多項式環と言い，S = R[X1, X2, · · · , Xn]と表す。

R[X1, X2, · · · , Xn]の構成法は，R[X1, X2, · · · , Xn−1, Xn] = (R[X1, X2, · · · , Xn−1])[Xn] であ

る。このように帰納的に定義された環R[X1, X2, · · · , Xn−1, Xn]が，定義 8.5の条件を満たす

ことは，各自確かめよ。
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命題 8.6 (代入原理). S = R[X1, X2, · · · , Xn] とする。ψ : R → T を環の準同型写像，

t1, t2, · · · , tn ∈ T とすると，ϕ(Xi) = ti (1 ≤ i ≤ n), ϕ(a) = ψ(a) (a ∈ R)がなりたつ

ような環準同型写像 ϕ : S = R[X1, X2, · · · , Xn] → T が唯一つ定まる。

証明. 8.3の証明と同様であるが，nについての帰納法でも証明できる

補題 8.7. S = R[X]を多項式環とし，0 6= f, g ∈ Sを取り，deg f = m, deg g = nとおく。

このとき f のm次の項の係数 amが Rの非零因子であれば，fg 6= 0であって，deg(fg) =

deg f + deg gとなる。故に，Rが整域なら，多項式環 S = R[X]も整域となる。

系 8.8. 体 k上の多項式環 k[X1, X2, · · · , Xn]は，整域である。

例 8.9. 体 k上の多項式環 k[X]は整域であるから，商体Q(k[X])を造り，k(X)と表す。任意

の ξ ∈ k(X)は，f, g ∈ k[X], g 6= 0を用いて，ξ =
f

g
(= f ·g−1)と表すことができる。k(X)

を１変数の有理関数体という。

9 一意分解整域

9.1 素元と既約元

Rは整域とする。元 a ∈ Rに対し，(a) = {ax | x ∈ R}とおく。(a)は，環Rのイデアル

である。a, b ∈ Rのとき，a|bによって，b ∈ (a)，即ち, ある x ∈ Rに対して等式 b = axが

成り立つことを表す。(a) = (b)が成り立つための必要十分条件は，環Rの単元 εが存在して

a = εbとなることである。

定義 9.1. a ∈ Rは，a 6= 0であってかつ (a) ∈ Spec Rであるとき, 環Rの素元であるという。

定義 9.2. a ∈ Rとする。次の条件を満たすとき，aは環R内で既約であるという。

(1) aは零でも単元でもない。

(2) b, c ∈ Rで a = bcなら，bがRの単元であるかまたは cがRの単元であるか，どちら

かが成り立つ。

補題 9.3. 素元は既約である。
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証明. a ∈ Rを素元とする。a = bcとすると，bc ∈ (a)であるから b ∈ (a)であるか又は

c ∈ (a)が成り立つ。b ∈ (a)とし，b = da (d ∈ R)と表す。a = bcに代入すれば，a = (dc)a

となる。環Rは整域であるから，dc = 1となり，cがRの単元であることが従う。

補題 9.4. p1, p2, · · · , pnと q1, q2, · · · , qmは環Rの素元とする。等式 p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm

が成り立つなら，n = mであって，適当な並び替えの後に，全ての 1 ≤ i ≤ nについてイデ

アルの等式 (pi) = (qi)が成り立つ。

証明. n = 1のときは，p1 = q1q2 · · · qmとなるが，p1は既約であるから，m = 1，p1 = q1と

なる。n > 1で n− 1まで正しいとする。m > 1である。q1 · · · qm ∈ (p1)より q1 ∈ (p1)とし

てよい。q1は既約であるから，適当な単元 ε ∈Rを求めて q1 = εp1と表すことができる。故

に，(p1) = (q1)であって，p2 · · · pn = ε1q2 · · · qmとなる。

9.2 Euclid整域・単項イデアル整域と一意分解整域

定義 9.5. a ∈ Rが零でも単元でもないならば必ず，環Rの素元 p1, p2, · · · , pnを用いて，a =

p1p2 · · · pnと表すことができるとき,環Rは一意分解整域 (UFD, Unique Factorization Domain)

であるという。

補題 9.6. Rは一意分解整域であるとする。a ∈ Rが既約なら，aは素元である。

全てのイデアルが (a) (a ∈ R)という形をしているとき，整域Rは単項イデアル整域 (PID)

であるという。Zは単項イデアル整域であって，典型的な一意分解整域である。Zが一意分

解整域であることの証明（5.8）をそのまま用いて，下記の定理が証明される。

定理 9.7. 単項イデアル整域は，一意分解整域である。

定義 9.8. R∗ = R \ {0}とする。次の条件を満たす写像 ϕ : R∗ → Zが与えられているとき，

環Rは Euclidであるという。

(1) 全ての a ∈ R∗に対し，ϕ(a) ≥ 0である。

(2) 任意の a, b ∈ R (a 6= 0)に対し，等式 b = aq + rを満たす q, r ∈ Rが存在し，r 6= 0な

らば ϕ(r) < ϕ(a)が成り立つ。

例 9.9. (1) 整数環Zは，写像 ϕ : Z \ {0} → Z, ϕ(a) = |a|によって，Euclidとなる。
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(2) 体 k上の多項式環R = k[X]は，写像ϕ : R \ {0} → Z, ϕ(f) = deg f によって，Euclid

となる。

定理 9.10. Euclid整域は，単項イデアル整域である。従って，体 k上の多項式環 k[X]は一

意分解整域である。

証明. 環Rのイデアル I 6= (0)を取る。 I = (a) (a ∈ R)を示したい。I 6= (0)としてよい。

I の元 a 6= 0を ϕ(a)が最小になるように取る。b ∈ I とせよ。Rは Euclidであるから, 等式

b = aq + rが成り立つような元 q, r ∈ Rを，もし r 6= 0ならば ϕ(r) < ϕ(a)となるように

取ることができる。このとき，r 6= 0なら，r = b − aq ∈ I であって ϕ(r) < ϕ(a)であるか

ら，ϕ(a)の最小性に反する。故に，r = 0であって，b = aq ∈ (a)である。即ち I = (a)とな

る。

例 9.11. Cの部分環 Z[i] = {a + b i | a, b ∈ Z}は，Euclidである。

証明. R = Z[i]とおく。α = a + bi ∈ R (a, b ∈ Z)に対し，ϕ(α) = |α|2 と定める。 この
ϕ : R \ {0} → Zが求める写像である。α 6= 0ならば，ϕ(α) = |√a2 + b2|2 = a2 + b2 > 0であ

る。α, β ∈ R (α 6= 0)とせよ。Z[i]を複素平面上の格子点（座標が整数であるような点）と

同一視すれば，点
β

α
に対し，|β

α
− γ| < 1となるような γ ∈ Z[i]を容易に選ぶことができる。

λ =
β

α
− γとおけば，β = γα + λαであって ϕ(αλ) < ϕ(α)となる。

9.3 一意分解整域上の多項式環

Rは一意分解整域とする。K = Q(R)をRの商体，R[X] ⊆ K[X]は，多項式環とする。

補題 9.12. a1, a2, · · · , an ∈ Rに対し，次の条件を満たす特殊な元 d ∈ Rが存在する。

(1) 全ての 1 ≤ i ≤ nに対して，d|aiである。

(2) e ∈ Rが全ての 1 ≤ i ≤ nに対して e|aiならば，e|dである。

このような元 dは，単元の違いを除いて，元 a1, a2, · · · , anに対し一意的に定まる。この dを

元 a1, a2, · · · , anの最大公約元と言い，d = GCD(a1, a2, · · · , an)と書く。

証明. どの aiも，零でも単元でもないとしてよいので，各 aiを素元の積に分解して，共通

な素因子の積を dとすればよい。
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定義 9.13. 多項式 0 6= f ∈ R[X]が原始的であるとは, f = a0 + a1X + · · ·+ anX
n と表した

ときに，GCD(a0, a1, · · · , an) = 1が成り立つことをいう。

補題 9.14. p ∈ Rが環Rの素元なら，I = pR[X] := {pf | f ∈ R[X]}は，多項式環R[X]の

素イデアルである。

証明. R = R/(p)とし，多項式環R[X]を考える。自然な環準同型写像R → R ↪→ R[X]を用

いて，代入射 ϕ : R[X] → R[X]，ϕ(X) = Xが得られ, 等式Ker ϕ = I が成り立つ。剰余環

R[X]/Iと多項式環R[X]は同型であるから，イデアル Iは環R[X]の素イデアルである。

命題 9.15. f, g ∈ R[X]とする。 次の主張が正しい。

(1) f と gが原始的なら，積 fgも原始的である。

(2) f は原始的であると仮定する。このとき，K[X]内で f |gなら, R[X]内で f |gとなる。
故に，原始多項式 f ∈ R[X]がK[X]内で既約なら，R[X]内で素元である。

証明. (1) fgが原始的でないなら, 環Rの素元 pを取って，fgの全ての係数を環R内で割る

ようできる。従って, fg ∈ pR[X]であるが，pR[X]は素イデアルなので，f ∈ pR[X] である

かまたは g ∈ pR[X]が成り立つ。 これは f と gが原始的であることに反する。

(2) g 6= 0として十分である。 多項式環K[X]内で等式 g = ϕf を満たす元 ϕ ∈ K[X]を

取る。この ϕの係数達の共通分母 0 6= d ∈ Rを取り, dϕ = ch (c ∈ R, h ∈ R[X]であって

原始的)と表すと, dg = d(ϕf) = c(fh)となる。一方で，g = e` (e ∈ R, ` ∈ R[X]は原始

的)と表すと，(1)に示したように積 fhは原始的であるから，等式 c(fh) = dg = (de)`より，

c = deεを満たす環Rの単元 εが存在することがわかる。故に，dg = deε(fh)が成り立ち，

g = eε(fh), 即ち f |gが環R[X]で成り立つことがわかる。

定理 9.16. Rが一意分解整域ならば，多項式環R[X]も一意分解整域である。故に，体 k上

の多項式環 k[X1, X2, · · · , Xn]は，一意分解整域である。

証明. 原始多項式が素元分解されることを示せば十分である。定数でない原始多項式f ∈ R[X]

を取り，f = ϕ1ϕ2 · · ·ϕ`を多項式環K[X]内での素元分解とする。各ϕiに対し，0 6= di ∈ R

をϕiの係数達の共通分母に取り, diϕi = cigi (ci ∈ R, gi ∈ R[X]で原始的)と表す。giK[X] =

ϕiK[X]であるから補題 9.15により，giは環R[X]の素元である。d =
∏`

i=1 di，c =
∏`

i=1 ci，

g =
∏`

i=1 giとおく。すると，df = cgであって，gは原始的なので，環 Rの単元 εを取り
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c = εdと表すことができる。f = εgであって，各 giは環 R[X]の素元であるから，f は環

R[X]内で素元分解される。故に，多項式環R[X]は一意分解整域である。

系 9.17. 多項式環 Z[X1, X2, · · · , Xn]は一意分解整域である。

問題 9.18 (Eisensteinの既約判定法). Aを一意分解整域とし，Kをその商体とする。Aに

係数を持つ多項式

f(X) = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0

（n > 0）に対し，素元 p ∈ Aが次の条件を満たすように取れるなら，f(X)はK[X]内で既

約であることを証明しなさい。

すべての 1 ≤ i ≤ n− 1につい pは aiを割るが，p2は a0を割らない。
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